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CRITICAL POINT THEORY ANDITS 
APPLICATIONS 
CHANG KUNG—CHING 
(abstract) 


This is a monograph on the contemporary critical point 
theory, and it might be the first book in this field. 

It consiste of five chapters: Chapter I, Premilinary, 
Chapter II, Extremum theory, Chapter IJ], Minimax theory, 
Chapter IV, Category theory and index theory, Chapter V, 
Morse theory and its applications. 

The basio theories of Ljusternik—Schnierelman, of Morse, 
as well aa of Ambrosetti-Rabinowilz and their variants, are 
systematically developed. They are applied to study certain 
existence theorems, multiple solution theorems, and the 
estimations of the number of solutions of various kinda of 
differential equations. In particular, the semilinear elliptic 
boundary value problems, the periodic solution problems of 
nonlinear weve equations, and the periodic orbits of Hamil- 
tonian systems are much more dealt with. Several interesting 
results from geometry and from differential equations are 
presented. 

Most materials in this book are results scattering in 
recent journals and preprints. Thore are certain results 
published firstly. 

This book can be used as a text for graduate students in 
mathematics departments as well as a reference book for thoso 
mathematicians working in the fields of nonlinear analysis, 
differential equations, functional analysis, differential 


geometry and algebraic topology ete., and . inlerested in 


critical point theory, f; o i i 
A GË. 
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变 仙 问题 有 着 极 为 直 富 的 源泉 。 由 于 从 经 典 力学 到 场 论 , 其 
中 所 研究 的 一 切 物 质 的 运动 规律 都 遵从 4 变 分 原理 ”， 即 存在 着 基 
小 泛 柄 ， 使 得 对 应 的 和 运动 方程 是 它 的 Euler 方程 ， 因 此 ， 求 这 些 
Euler 方程 的 解 便 化 归 为 寻求 对 应 证 国 的 临 拭 点 。 

古典 变 分 理论 避 在 确定 泛 函 的 极 什 和 极 从 点， 对 这 种 特殊 形 
式 的 临界 点 癌 题 , 在 19 世纪 以 前 , 一 直 是 将 其 化 为 微分 方程 法 求 
AJ. Dirichlet 原理 订 以 记 鸭 是 从 反面 党 察 毒 分 问题 与 方程 的 
关系 的 最 早 的 重子 之 一 。 EME Dirichlet 积分 出 发 ， 求解 
Laplace F. BEAN] Poincaré (1887) 与 Hilbert (1898) 工 作 
党 吉之 前 ， 这 个 极 小 函数 的 先 验 存在 性 却 匙 不 为 正 兢 推理 所 支持 
Ay, 他 们 的 工作 不 但 证 实 丁 Dirichlet 原理 , 而且 使 得 由 时 产生 的 
极 小 化 序列 方法 ， 连 同 本 世纪 初 意大利 数学 家 Tonelli 引进 的 关 
THAP HERS, EERO SACRE E R E PN 
HEFE. 

ATA ARA EAS A a h RERA TR, BRS 
化 序 充 方法 显然 是 无 能 为 力 的 .我 们 知 要 完 信 不 同 的 万 法 .因为 
主要 傅 靠 的 与 拓扑 工具 ， 认 以 这 部 分 临界 点 理论 叉 称 为 天 范围 变 
At: Hem EFTER, M, Morse Li M. A. 可 IncTeDHIHRE， AL EU. 
IDamnpersxa RIPE TPR Ke ba A iT 
RE ASA EREE. 通过 这 些 联系 ,用 流 形 自身 的 折 
扑 不 就 晤 吕 以 合计 出 其 上 西数 临界 点 的 个 数 ， 他 们 的 这 本 个 理论 
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已 被 成 功 地 应 用 和 色 变 分 学 中 的 测 地 线 问 题 中 去 ， 然而 , 这 些 理论 ， 
在 相当 长 时 期 肉 ， 对 更 党 的 分 析 问 题 却 难以 应 用 ; 相反 地 ，Morse 
理论 成 为 微分 拓扑 的 一 个 重要 方面 ， 同 时 ，JI. II. 的 因数 理论 也 
成 了 代数 拓扑 学 的 有 兴趣 的 课题 . , 

ALF 4eqt, M. A. kpacroceancrait 与 M. M. BaiinGepr 1M I 
M. JH, 的 工作 , 并 对 非 线 竹 积分 方程 进行 了 研究 ; 六 十 年 代 , R. 8. 
Palais, 8. Smale 及 将 Morse Hit fi T. IM. 理论 推广 到 泡 穷 维 流 
EEL. 这些 都 为 临界 点 理论 广泛 应 用 到 分 析 问 题 作 了 必要 的 淮 
备 . 

近 十 年 来 , 变 分 理论 又 有 重大 的 进展 . 一 方面 前 述 理 论 更 深 
入 地 应 用 到 更 多 的 微分 方程 问题 , 在 方法 上 有 了 新 的 发 展 ; BOA 
i, dH A. Ambrosetti, P. H. Rabinowitz (1973) #2 1h Ay LU RK Sl 
(Mountain Pass lomma) 23) T- RIAR MERKER. 1X 
些 定理 可 以 处 理 既 无 上 界 又 无 下 界 的 泛 函 的 变 分 问题 ， EARE 
yA, AR PEK Se AG Te] RL Hamilton 组 的 
周期 轨道 问题 的 研究 中 , 取得 了 很 有 意义 的 新 结果 . 

在 本 书 中 , 我 们 把 临界 点 理论 看 成 是 变 分 学 的 一 部 分 , 这 就 闫 
定 了 本 书 一 方 王 要 和 仔细 地 论述 临界 点 的 基本 理论 ， 即 用 拓扑 万 法 
判定 临界 点 的 看 在 性 并 估计 临界 点 的 个 数 ; 另 一 方面 , MA A 
SWRA. 因此 , Ree aie wR 
EM, FFE MRT. 

在 内 容 的 选择 上 , 我 们 固然 要 介绍 临界 点 理论 的 基本 结果 .但 
却 丸 偏重 于 近 十 几 年 来 的 进展 ,因为 这 些 烤 料 人 至今 仍 分 散在 国内 . 
外 的 文献 资料 之 中 , 尚未 加 以 整理 . 

AB SOE BRR we, MATRA ES RA P] 
理论 和 方法 ， 包括 凸 分 析 与 非 光滑 分 析 中 的 极 值 理 论 , 以 及 增添 
纳 束 条 人 忻 求 极 值 的 技巧 ， 对 于 应 用 , 我 们 则 为 求 照顾 到 间 题 本 喘 
的 兴趣 和 方法 .上 的 典型 性 两 个 方面 

第 三 章 是 以 出 路 引 理 为 中 心 的 各 种 极 小 极 天 定理 以 及 它们 的 
应 用 ,在 这 一 章 , 我 们 用 一 种 统一 的 极 小 极 大 原理 系统 地 导出 了 文 
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献 申 出 现 的 各 种 各 样 的 这 种 业 型 的 定理 ， 

第 四 章 介 绍 畴 数 与 指标 理论 . 它们 可 以 看 成 是 1. D. 理论 
RERE. 在 此 , 我 们 建立 了 无 穷 维 流 形 上 的 有 对 称 性 的 汉 函 的 
一 种 指标 与 伪 指 标 理论 ， 并 把 zs 群 的 指标 E RS ALS" 群 的 几 
柯 指 标 作 为 这 个 一 般 指 标 理 论 锡 具体 体现 .这 一 合 还 有 许多 在 微 
分 方程 理论 中 应 用 和 的 例子 ， 希 望 它们 能 够 对 和 提高 分 析 学 者 的 兴趣 
起 一 些 作用 . 

第 五 章 是 Morse EREA EAE BAY H, 把 Morse 理论 
度 用 于 微分 方程 的 工作 只 是 近 几 年 的 事 , 这 里 有 些 材 料 ， 例如 
Arnold 猜测 的 解决 等 , 都 是 相当 新 的 ， 

Gok 1/4 篇幅 的 第 一 章 是 准备 知 识 一 一 包括 ，Banach 空 
闻 的 微分 学 、Finsler 流 形 、 横 截 定理 、 拓 扑 度 ， 以 及 Co00neB 23 fE 
和 它 上 面 的 微分 算 子 ， 这 样 安排 是 为 了 使 于 了 阅读， 即使 如 此 ， 本 
书 也 没 能 做 到 完全 自封 . 对 于 个 别 证 明 较 长 .或 离 题 太 远 的 定 玲 ， 
我 们 仍 不 得 不 求救 于 其 它 参 考 文 献 。 然而 , WPA Re 
SAAS, 这 一 章 完 全 可 以 跳 过 去 , 而 直接 去 看 后 面 几 章 , 有 
的 读者 即使 不 完全 熟悉 这 部 分 内 容 , 但 若 具 有 较 好 的 数学 训练 , 也 
可 以 先 从 后 夯 几 章 读 起 ， 遇 到 有 美的 概念 和 定理 时 ， 再 炙 到 这 章 
来 . 

ABBA BS ABW RRA, A aes 
一 切 研 究 成 果 的 企图 ， KERMA RRR ERRDRR, 其 成 
RERET, HHAH, RMS CES BA Aa AA 
的 。 FATE REN RAE, 呈现 一 些 重要 
结果 ， 为 了 帮助 读者 尽快 地 进入 研究 前 裕 ， 书 中 吸取 的 堵 料 有 的 
刚刚 刊 出 不 久 ， 有 的 尚 应 首次 发 表 ， 每 章 之 末 附 有 参考 文献 介 细 
有 意义 的 工作 和 进展 . 

临界 点 理论 是 由 分 析 与 拓扑 结合 而 成 的 ， 但 是 拓扑 工具 的 使 
用 上 由 前 尚 钼 于 萌芽 状态 . 随 着 对 非 线 性 问题 研究 的 深入 发 展 , 肯 
定 会 有 更 深奥 的 拓扑 理 论 与 更 精密 的 分 析 方 法 针 合 的 工 JE H M. 
EBE KE eS EREN. 


4 前 F 


这 本 书 第 三 、 四、 五 章 的 大 部 分 材料 , 是 根据 作者 在 中 国 科学 
院 数 学 研究 所 与 北京 大 学 联合 举办 的 非 线 性 分 析 讨 论 班 上 的 讲稿 
AMR. MEP SERA SSR ERA. BPR 
HPE BARER RA DURA Bef LIE E, Fe SE Ea 
重 莉 给 出 的 ; Pee RAR ED, 加 之 多 次 修改 , 仓促 成 书 ,前 
后 脱节 在 有 所 难免 ， 趴 诚 地 欢迎 读者 批 译 指 正 ， 

Beat, NURSE RAR A PE ARB, E TiS ERN 
修改 意见 ， 更 正 了 不 少 错误 ， 最 后 又 由 北江 大 学 董 光 上 教授 天 赔 
THR. EEEX ENERE RE H. 
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在 微 积分 里 , 抬 求 函数 的 极 值 , 化 归 为 求 这 谓 数 的 稳定 点 , 即 
RAS ROR. 在 辣 分 法 中 ， 也 是 把 求 汉 函 的 极 值 ， 化 归 到 
RITZ RAE. | 统一 起 米 说 ， 对 于 Banach 空间 上 给 定 的 函 
数 ， 我 们 要 求 它 “ 导 数 为 零 的 点 .。 如 果 再 把 沙 数 限制 在 一 个 可 微 
HG I, PRL, 求 约束 极 值 问题 , FOP EE I EH 
FEARTA, I EA i JL ae H. 

首先 ,在 生计 人 A] Banach Sl] RINGS. ASA AE 
LAA Sere. Ayo, RPS oe eas 
内 容 , SE TR HE AE BH, ES PI BLA, 
Ay ee, § 2 介绍 Banach Hite Mae AMER A Finsler #9 
造 ， 在 这 蜂 我 们 不 谁 符 作 详 尽 的 讨论 ， 只 是 为 了 党 三 理 和 工 的 需 
BS Tp Hee es BAB, TU ee RUT MRE HE, DA 
Finsler JE i) Al HE 4E [A] a. 

K FE Bl 4E 4 EE RRB Th AT RT eae) eB, ZEAL 
ee EAD EE Ae FE LA ~~ Pb ee a Ph 
MEAT E ESE ST, Brouwer PiF EME BY Fo 3F AEE 
广 一 Leray Schauder BRIAN TAHHMWLA, ESIR 
有 以 头 建立 这 一 理论 , 并 介绍 解析 映射 度 的 计算 ， 

83 荐 关于 横 截 概念 和 Rard EEIT. S| HBA, 
-一 方面 基 为 第 站 章 Morse 理论 的 入 要 ; 25 77 pat Je AN Oy Sard 
定理 与 Brouwer ESEE H Fik H Za RE RI A A a 群 的 
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Borsuk Ulam 定理 ， 而 这 些 铺 果 正 是 第 三 章 的 理论 基础 . 

Cotomea 空间 是 抽象 泛 沙 分 析 理 论 应 天 至 偏 微 分 算 于 问题 中 
去 的 桥梁 即便 有 了 很 好 的 泛 函 框架 ， 如 不 熟悉 Codonen 空间 的 
性 质 ， 也 难以 把 它们 应 用 到 具体 的 微分 方程 中 去 .85 是 对 
CoGoren 空间 及 撒 入 定理 所 作 的 一 个 快速 的 简略 的 介绍 .尽管 有 
的 地 方 不 得 不 求助 于 其 它 参 考 书籍 , 但 通过 这 不 多 的 儿 页 ,读者 当 
能 领情 这 部 分 内 容 的 梗概 . 


$ 6 是 三 个 典型 的 线性 微分 算 于 - 4, 口 以 及 了 第， 它们 是 


CERAM AR, AER ERK RSH Hamilton 组 的 周期 解 
问题 中 经 常 明 到 的 . 


§1 Banach 空间 上 的 微分 学 


在 这 一 节 我 们 简 烧 地 回 题 一 下 Banach 空间 之 闻 的 映射 的 过 
续 性 , 可 微 福 , 以 及 微分 学 的 基本 事实 .由 于 这 部 分 内 容 在 近代 数 
学 中 已 经 如 此 基本 ， 以 致 于 读者 可 以 从 许多 教科 书 上 找到 它们 的 
详尽 讨论 和 证 明 ， 所 以 在 这 一 节 , 我 们 将 满足 于 罗列 基本 的 术 喘 | 
定义 和 定理 . 

UFR, Y 是 Banach 空间 f; YY PM, 


1.1 ERMAN Oa ESERI 
axli f, ZY HA 
在 EE RE, H anto E =F Gm) E Y ds 
£UCH 连续 , 指 VOU, fE so 连续 ; 
AUct —KER, HH Ve>9, 38=8(e)>9, 
jæ- s [acd lf) —-f2)e<s. 
212 £,2-V RAR 
Ey T E PE VYaoC sr, 429 的 一 个 邻 域 U (æo) 使 得 
sup {| f(z) ejr E U (ag) } <i + 9; 


§ 1) Banach & jal | at) aks} ae 4 
有 界 的 , 指 f 映 有 和 界 集 为 有 界 集 . | 
WP PORE BRETT, HRA PAS Sg, 然而 在 


FR SS UMA OF 


一 Şi j it OS A fE 


Bh Peep. 2 是 有 穷 维 的 前 提 下 上 成立 的 .在 
一 般 的 情形 , 这 是 不 对 的 . 

作为 例子 , RINFRTARARRAT. B OCR 是 一 个 可 
WE, f.OxR'- RY ey 

F.utr} f(a, ule)), (1.1) 

PALS RAE, 又 称 为 Homnupat HF, 

在 对 ©, f 适当 潍 加 条 忻 后 , 我 们 来 考察 F 在 适当 空间 中 的 有 
REMEE. Hony 算 子 在 非 线性 分 析 中 经 囊 遇 到 , 

i° 设 吕 是 一 个 紧 集 , 而 下 是 一 个 连续 狗 射 。 不 难 验 证 F 
是 ODA SSHARERRT HOO) # Oo EMER RS 
ESR 

2° ga ERRi, f 满足 下 列 Caratheodory 条 
fF. 

(D Ha. 6. sea, tr>f(a, DRETAR, 

(2) ViER), m> f(e, 1) Ay M hy. 

因为 有 下 列 推 广 的 Iyanu 定理 ; 

f HEE Caratheodory 条 性 

Year>, IFW Ca, mes E) <8 
使 得 在 L(A 有) XR? 上 是 连续 的 . 

(可 以 仿照 实 变 函数 论 中 Jsms 定理 的 证 明 直 接 去 证 ， 也 可 参看 
Bañnðepr [Vai 1, p. 196~ 200] 所 以 对 于 满足 Caratheodory 


4 准备 知识 Cet 
PM MR f(e, t), Aue) Ay wes, Cle, v@) RET 
Wo | 

定理 1.1 Bo, pet, LEA beO 以 及 常数 >À, 
使 得 满足 Caratheodory 条 件 的 函数 了 f IES. 
(fz, t)|<B(w) +t]; 
Wi (1.2) AE f Houn Sf Be EQ) Pt 的 有 界 ， 
连续 算 子 . 
证 明 1* 有 界 性 从 Minkowski 不 等 式 立 得 ; 
Fule < ldla tajul z wO (1.2) 
g° 兹 证 连续 性 . ARTS, Moe PBR, WA 870 A 
{SCE 使 得 
linuh > 0, 

so JF un Euo] p> 80, 

iE fa) =f, Ug ®)), 
gla) bley +alu(a) |, n=O, 1, 2, ==, 
a MAREFA, tiat Far 名 使 得 


F | fo 4 : (1.3) 
. ndo BB, (1.4) 
Jal SIn n=l, 2, + 
EF i [feaa fiS țin ți 
te Fatou ŒM, 


f him Clem} uoj” | len!” [uol 
<lim { ml*-+ [aol | lua[”— Jual” (3, 
gi 2 [lule fjal” E Ji lunl”= leol”, 
HK -Him | | Jus! *— fro] * | =0, 
从 而 


§ 11. Eanach gjej Hagas 
' PL 44 Pa 
fi gl "ar | fln] Pe = fato || 


ss agr fija” — tity |"'{->0, H n-o, 


由 此 推出 je 
骨 应 用 初等 不 等 式 ， 
(fr — Fol <2" C1 fal P+ fola) 
<2? ETA ‘Pay igy'™*), (1.5) 
以 及 Fatou 定理 ， 


| 天 LC gal + igol”) — | fam foi") 
<tim | Cgi” gol”) — fam fol, 
联合 (1.8) SODAN 
arts goacen | gair tial [La al”, 


所 以 有 lim {| fa- fol" =0, 
这 与 | Fe, — Fug| p > £0 F ji, 
注 1.1 不 礁 把 上 述 结论 扩充 到 下 列 人 老式 的 函数 f, Ox BY 


R” 称 其 满足 Caratheodory 4a ft 34%, 
(1) Xf ae. 2eQ, y- f(a, y) 2 RR” Rye Se RH; 


(2) Yo ER wf (w, y)fE FIR H, 
ER LL af E TF: 
BAB, Py. >L, 又 有 5 ELKO RHR a >0, 使 得 
(f(z, Phan be) HaC] tt yal E 
fi) HexDKHE HF 
F, ule) fe, ule)) 


Uh A(O) LQ)" WE RERET. 


+ ee s reh a 
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12 微分 学 

MEn r E, REITERAR ES f.U OY 的 导数 ， 
这 里 如 CC 如 是 一 个 开 和 集 . 

相应 于 方向 导数 的 概念 的 推广 是 

定义 414.3 Bi «CU Gateaux 可 tH, BR VAC, 
Hdi (a, AER, 使 得 Se 

£(29+-th) —£(a9) tdf (a, h) =e) 
Mim +O, erik CT, 

af (es, h) PATE f E a MPT A A HY Gateaux 导数 ， 

HEIS FI ME E 

1° f EE so Gateaux 可 微 , 则 其 Gateaux 导数 必 是 唯一 的 . 

2° df(a, th) =idf Ceo, R), YESO. 

8° 设 f 在 mwEU MESH, 则 YY CH", BH pte 
< Eleti, VRED, Ht—O MHA, FAB p RBA 
Ah, 有 

| HO =y", df (wo, >. 
LE f ERR wtih, tE, LERAAR JECO HRN, AR 
POO, EBA A HW, 并且 
| g(t) =<y", df wotth, k)’, 

4° (HEEM) BRUCE ETRE, fF, UV BG 可 微 

的 , RHR et+theU, te [0, i}, N 
IE (æ+ h) — fw) |<sup| df(a+tth, Al, 


证明 对 函数 网 (的 一 《的 F(@+h)>, Wy EH, lyha, 
用 中 什 充 理 以 及 Hahn Banach 定理 . 
相应 于 全 微分 概念 的 推广 是 
MLA 称 f 在 wwEU 是 了 Fréchet THM (ME F- MD), 
BH IAC LL, Y), VRE D, to thCUu RA 
(£(wo +h) ~ Elto) ~ Ahfa=oC fila), 
Whe 0， 这 时 4 称 为 是 f 在 wz。 处 的 Fréchet 导数 ( 简 作 F- 
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导数 )， 记 作 f’ (so). | 

出 定义 易 吕 下 列 简 单 性 质 : 

1° f wo 处 了 F- 可 微 , 则 其 三 导数 必 是 唯 -一 的 ， 

2° A fE oo Ab FRA, MU G AT Gh, 并 且 

| df (zo, h) =f (moh; 

反之 ,一 般 是 不 对 的 . 

但 有 

定理 1.2 设 f 在 ww 的 一 个 邻 域 口内 处 处 9 可 微 ,并 设 
ywED HAMELS, Y), 使 得 

di(s, h =A VRE, | pa 

倘若 vt A (a) FE ay KIB SZ, YER WE E tio hh fi: F- 
可 微 的 ,并且 f’ (a) = A (20). 

3° (MEW), BES, Y, Z 都 是 Banach BH, UCT, 
VOY ERTE, NEL >V £ v th F- g VOL 
f(zo) 处 了- 可 微 ; 则 gof; U >Z HE wo Yh the FN, HA 

(gof)' (ap) = 9’ ef (£0) f (00), o 

OS ROMS RISERS TT. Bf Zy EF- 
WAM, EBA osha F-Se f), 我们 再 把 它 看 成 是 Z 上 的 
mH, P.O L,Y, HERR, POWSRELASR 
数 的 导数 ， 那 么 VOC, OREL, AE, WM) 中 的 算 
子 ， 如 号 下 去 ,一 般 地 关 阶 导数 f @) HE | 

EK, LK, 1 LE, BY) 
fe ok 

中 的 算 子 ， | 

-为 了 刻 划 空间 LH, LBW, LF, Y))), 我 们 引入 多 
线性 算 子 的 概念 . | 
a, i=l, +, nn 是 Banach Bh], AB Ih, =l, vs 


m & Xe [ Z 表 其 乘积 空间 (om (ay, … MH) [WEL i=l, 
vu MY, 


sg : 准备 知识 [E 


lela Si al By | 
My X 是 一 个 Banach 空间 ， H Y Eni Benach 空 间 ， pm 
I- fo. oe, 
WF 4, XY 称 为 是 多 线性 的 WAR, Ales oe, m) 对 于 
任意 固定 其 中 n-i tA, 作为 竹下 的 一 个 变 元 的 映射 是 线性 
的 . | 
对 于 多 线性 算 子 4， 称 它 是 有 界 的 ， 如果 有 常数 M>0, 使 得 


上 dm luM il A 
AREAS 一 样 ， 对 于 多 线性 算 子 ， 


ERE = AFR, 
uzy IA RTE REEE 子 组 成 一 个 线性 空间 ， 规定 模 
fAf= > sap jAG@i = awh 填 6) 


_ ei, Porn 

RNEER ZME RR, 4 2). FARE 它 是 
一 个 Banach 空间 . 此 外 还 有 下 列 事 实 : 

引 理 .4 eA PACET Bas F) 5 28 Wij LEi, Ean? 
BISEN, . 

再 由 数学 归纳 法 推出 ， 

were i LE, Ka, , Ea 多) 等 距 同 构 于 LE, 
LH 4, +, LB MOOD 

G UD, PE, OLE, LUE, 
PY, k=0, 1,2, …， 我 人 来 逐次 定义 高 阶 导 数 ， 

whUO-Y, NRE” EULEX, HAI 
Le HK, 多) FEM wo CU KB FAH, MER E Eo Ai kti 阶 
F-E, iE fO 在 mm 处 的 及- 导数 为 fosD(eo) E LD, Y), BR 
EL oo KRIS, MRI 在 口上 还 是 连续 
的 , Wat Leese FT, EEEO, V). 

LEk E-TEN, TCO, WM, HH YACU, FE 
go 的 一 个 邻 域 六 (zo) CU, MB A K > 0, 使 得 
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[EAP 一 下 全 下 人 一 四 Va, yEF (ao), (1.7) 

则 称 Eo"? AU RAR Lipschitz 条 件 , WEEE SU, Y), 
ATARI. food, P> fE, V), 

由 推论 .1, fw (ws) MERTUA R E A, Y) 中 的 元 

K, 也 本 以 看 成 是 LP: x 名， 名) 中 的 多 线性 连续 算 于 ， 然 


fi 
而 玉 用 后 一 种 看 法 无 论 在 理论 上 或 是 在 计算 上 都 蚌 便 利 的 , 
利用 锁链 法 则 和 数学 归纳 法 不 难 验 证 下 列 公式 ， 设 
fE, Y), mE; ni- 


em i PC) | 0 Ga i h, 
(1.8) 
Wha, e, WEF., 
WEE Dia Punk, ACL Ls, En Y), HAS 
对 称 的 ， 是 措 对 于 任意 o= (01,00, oo) CS, HRS. 表示 (L, 
2，-… n) 的 排列 群 ,都 有 | . 
Atay, ef By) =A (Eo, “ Lg), 
— Lt PRE n- REA T White Se, Y). 
引 理 1.8 BLU > 在 swoED 处 二 阶 F- 可 微 , 则 
£2 (x C LUKE, YW 
ED (ag) (hey, ho) =£ (wo) (ha, hx) Wha, ho EB, 
证 明 “上 先 化 到 数值 函数 ,应 用 公式 (1.8) 以 及 Hahn Banach 
定理 . | I | 
联合 引 理 .1, +.2， 再 用 数学 归纳 法 可 得 | 
定理 1.9 i EU, Z), WVO EK, V), 
Weel, | 
此 外 还 有 下 列 Taylor 展开 式 ， 
定理 1.4 fC, Z), RERB {rot th|O<t<}} 
cU: W | 
fot h) = > * oe 4-Ry (29, WAY, (1.9) 


aL 准备 知识 . [第 一 章 
其 中 he 7K (h,e, h), 而 R, (20, h) CL, WI, 


Rie, D= O ey) (wy) Pat, 


证 明 化 到 数值 函数 ， 利用 数值 函数 的 Taylor 公式 以 及 
Hahn Banach EH, . 

和 普通 函数 一 样 ， 可 以 推广 入 导数 的 概念 于 取信 在 Banach 
Sw hmm. OXY & Banach Sh 2x Y (mo, 的) 的 一 个 
WIR, FU KV a F, EE (20, WAE RF oR y) Ay Se, 
ER: thf (x, vo) Kyte l@, y) EU > DRY +2) y F- 
可 微 函数 ， 并 称 它 在 zo (或 go) 处 的 了 -导数 为 下 关于 w( 或 访 的 在 
(To, CAL EEA 记 作 加 (zo, Yo) ON fp (ao, yo))， 还 可 以 证 明 

定理 1.5 if, U xV >Z 在 lo, 和) 的 一 个 邻 域内 有 连续 的 
WERTE y) KC, os ME (oo, go) 处 是 了 可 微 的 ， 反 
Z, HLH, yo) 处 耳 可 微 ; 则 了 在 (wo， Yo) Kh Fi EF Hy 的 
MFA: H 

P'eo, go) Ce, 时 一 名 (oo Yo) (U) +Ë Cao, Yo) (0) 
Y Cu, v) ELXY, . | 
在 定义 Seo ve) AT, REU T IE, 


1.3 MARRA. . 

数值 的 隐 函 数 定理 平行 地 推广 为 

定理 1.6 RF BPRS, Y, T F Banach 空间 ， o 
EXD HeRR, o, WEP. RH fF, >Z 是 连续 的 . 
BE | 

(1) fíre, yo) =; 

(2) Ve, y) EP, fe, DERNE, 

FE flr WELF, BY). 
MA FEFE so 的 一 个 邻 域 了 和 go RSAT, URE 的 连续 
映射 p; U>V, WE, 


§ 23 Banach 23/5) | yas? = 11 


P(t} =o, 
f(s, pO) = Vee, 
OxVPe#, 
此 外 , ETEA Banach 4h], XE LCOO, 2), ppl; N 
eE, V), FHA 
p'a) = — yy, p] Es, p02)). 

推论 .2( 反 血 数 定理 ) 设 f,U 一 多 在 开 集 口内 有 连续 的 
F- A f) ERE ELZ, K), mE, WUE ao 
HPV CO, E EOF) Æ Ee) 的 一 个 开 邻 域 ， 并 且 
FWP) HRD, Ht, WoT WBA POR 
E: ete WA, ESP 

EY (yo) = F°(£-* Wa). 当 vom E(x), 
证 明 $ Zag, ga, y~-y—f@), WA 
gato, Yo) = — E (eo). 
H RKA EM epl), WE, w=plvd, HA y=f(pty)). 
xi p MET, 

推论 1.3 在 上 述 命 题 中 ， # fco, Y), pHi, W 
fice, Z), ppt, FV BY B yo HTH, 

1.2 推论 工 .2 mah E EZV, ZYTA 
较 弱 的 形式 ，f 天 (oo) 是 在 上 的 ， 那 么 结论 祖 度 迎 改 为 研 在 附近 
是 开 映 射 , 即 有 mm HSB IR UT ft ECO) I Foo) fh — PR. 

RGRABRRETHRAYS HSE, SHRPRABRTAA 
mE. 

下 列 形 起 在 微分 流 形 中 基 经 常 要 用 到 的 . RAEL, V), 
ei Re, ER: O AMARA OES 中 是 闭 的 ， 且 有 
HAE. Y-RAY a (2) ker(A} {eC 2| AsO} EK 
ia HA, Baeker(AOls, RPA TRA FT A 
非 线 竹 映射 上 ,引出 on 

exla BUCY, i U oY, EU, É E tit Æ 
z 65, E ER S, 
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STR ORS f, rl, 我 们 考察 两 种 特 珠 情形 。 为 了 在 
zo TRR U 内 局 部 地 研究 下， 不妨 设 wo 一 8, HHS Amf), 

1 ”首先 考察 ker(A}—6, H oker DAT RCA AF} 的 
WR HTF AEE, PLL AB SRA) 的 代数 与 拓扑 网 
fy (Banach 道 算 子 定理 ). : 

对 于 U>V, We Af’ (6) BB se AE Hy Oe RA 
(GEU). RNTUB ZS SAF RA), BYR AOMs, HH 
Oo eH 的 团子 空间 、 GRY BA BRAN T: | 

- ps, Ya) = F(A- Y1) 十 go， 
其 中 MEM i*i, 2, B =R(A); il 

| p'le, De oe N Jats 
EH 2 pe ay SB, dg=o"", (Fax 一 > VaxPa, BP) oF: Vax 
Vapa XV) RY AUB, I> 

gof) =p pls, Gs} = AS, 

即 得 一 局 部 徽 分 同 胚 9 YoY, ttt got RE T> BCA) 
+165} 的 间 构 ， 和 总 结 起 来 有 . 

. EBIT. BE, Y Banach 空间 ， gs EDUC 是 一 开 集 ， 
{EoD, Y), 1-9, 车 个 (内 是 一 双 裂 算 子 ， 生 kerf’) = 
{87; 则 | AY. 的 .6 BRB) O 邻 域 的 一 个 微分 同 是 g RZ poi 
ARR UCU, 使 得 gof |o, E Ua > RCA) x {00} 的 一 THM 
域 的 一 个 OF TAL, A 是 coker(4) 中 的 零 元 . 

EMSS LEP, 招 小 空间 Re RA BA SS AR”, m0, 的 正 
则 映射 ; 

(Ca, ses, ty) Se, “++, ty, O, ++, 0), 
mm iT 
| Rr Erim 
称 作 正则 溪 没 (canonicaI immersion), 
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在 定理 工 .7 H, ZR", YR 时 ， 


f(s) 
fanle) lesan 

Pn. 由 定理 推出 ， 有 Rt" 4 6 BMS O SI —TP ee BB OO 
同上 是 g: c= g(y), 2, YER By O SB, EI gof jo 是 正则 浸没 . 

正 是 这 个 缘故 ,把 kerf (wo) = {7} PRR f, 称 为 一 个 局 
部 浸没 . 

2° 再 看 coker(A) 一 { 引 ) HILAR. 记 21 —kerf(A), B= 
KOT. XH ABI? Y HRS Sie, ERR, 
piri, t) =m FAM (e +a), HP wma, MEN, M 

l ida 0 
o's, 0.) —( acre sa.) 
Fg ME, 有 请 是 到 ?四 和 6 RH OC HK, WH 
Æ 
(a4, La) =Poh{a1, 2) 
= (a), A-*foh(a,, @3)), 

Fa] A foh— Py. RE, LE 

定理 1.8 fco, 2), E0)=8, OCU, 了 (0) ARRA 
Ay, HE coker (f'(8) ) = {4}. Rik L= Oan H H F= 
ker(f'(8)); S I REVER, i=t, 2, UB h VixVa- 
DoCU A O REGEU., F), tt _ 

f'(8) of ohl yr, EB Rs 上 的 投影 算 子 . 
在 微分 凡 何 中 , 拒 大 空间 Rt, meo, 投身 到 小 空间 RR 的 正 


UI BR BT 
om (tH, era Das, Bazi, “""s Bastin) H> £~ (Masa, Tta Tum) 
mM mi 
Raim Am 


PREJE A 2 (canonical submersion), 
EEM. 中 , 5 KR, SR" 时 ， 
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$ (s) . 
oE eo 
-o fne) Lajan tih 
有 秩 m。 HEBER, HR dg HARRA O 的 邻 域 间 的 一 个 
Ot AR A, mmeh(y), w, y CRM 的 器 的 邻 域 ; 使 得 fok 相当 于 到 
Rr 的 授 影 , RENNRS, 
EERME h, 我 们 把 coker (f(zo)) 一 {9} MORAINE ， m 
Ki By HE SE | 
总 结 起 来 , WI wa f, 
”时 是 局 部 浸没 > £ (20) JL MB (injective), 
-a BJ kerf’ (zo) = {8}; 
f ERREK <> £ (2) EMi (surjective), 
HE RE (a) = %. 
作为 隐 画 数 定 理 的 另 一 个 应 用 ， 我 们 介绍 关于 约 化 方程 的 一 
个 方法 一 一 JI407H0B8-Sohmidt -F È, 


设 人 人 xA oY, rei, Rh Z, YB Banach 空间 ， 而 


入 是 一 个 拓扑 空间 求解 | : 
© faeb (1.10) 


如 果 我 们 已 知 : | 
E Fto Ao) =ð, 
X= kerf, (2g 30), UR Z= XOX, 
Y= Rang (fi (vo; 0)) 是 闭 的 , 以 及 A IFY, 
那么 我 们 可 以 通过 有 隐 函 数 定理 来 “ 降 维 ，， 4877 A (1. 10) RA 
Bai HES BA ET | 
WP, Y Ys, 2 > Xi BEREHAT, Veer, a 
Dy = Qe, m= (I-Q)a, 
pj f(a, 2) = 8 SAT 
Pilet ta A) = 8, 
|. PECs ta 1) =O. 
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由 设 。 了 Pf%《wi.o 十 wz,0; ho) 作为 X> Y HRA ARB RA, 
PTE (G1,9492,9; ho) = Pi (a, Ao) 一 8, BEL RARER, 存在 K 
HJO SPLE UG, A Ao SBIR WW, EIR Xs HO SBR Ua 和 唯一 的 OP 
PREY gp. Uax WU, WAE: 

Pilar, t+plm, A); A) =, 
于 是 为 了 求解 方程 (1.10), 等 价 地 去 求解 

(1—P)f(eit+ g(a, 4); A) =O, (1.11) 
这 是 一 个 自 变 量 在 XX ZX 上 ， 取 值 于 了 5 的 方程 ， 特 别 地 ， 当 
dim X =d, dim 了 了 一下， 癌 , d< +e 了 时， 这 便 是 一 个 带 参 数 
ACA MASE, 太 个 方程 的 有 穷 维 问题 ， 历史 上， 习惯 把 方 程 
(11) 称 为 方程 让 .10) 的 分 歧 方 程 ， 尽 管 这 种 约 化 并 不 直接 与 分 
RA PR. 


14 常 微 分 方程 初 值 问 题 
ICR PAS OMAR, LEA 1x0 >L ER, 
jt — 3 HUM ELE AY t, Jk o CU 的 局 部 Lipschitz 函数 ; 即 Yxo ED， 
存在 R>OWR K-K (a, R0, 适合 
leit, o), PI <K|z—yl, Ve, ye Beto, R), 
SRT Fl AA T FS A ial B, 
d2 pG, a), o(0) a EU. (1.12) 


关于 方程 红 .12) 的 解 的 存在 唯一 性 以 及 对 初 值 的 连续 性 的 结 
论 和 普通 数值 函数 的 讨论 完全 相似 ， 有 
定理 1.9 3a>0, HEl[-a, a] Cl, 使 方程 起.12) 在 [一 6 


叫 上 存在 唯一 的 解 sO, 
证 明 ”化 归 积 分 方程 


a(t) 一 mo 二 | $C, n(s))ds, (1.13) 
在 空间 G([ 一 ww a], 2°) PH EO [he -el <E E. 


7min T a 
asia UR E 


iP pp pe, a 
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(其 中 M—soph p(t, o)]+ KR), VARS 
AUF (1.18) FEX AE OT to FE BE A, FR e(t) 一 
atts em) PH zo NB EE, Ine Pee, 
w(t, tm) FEE Wee _E  L. 
| let, a) — e, yollo yole", 
RE p, oW E: |G, 全 一 区 人 DEK |a—yvl Ye, yeu, 
”这 是 由 下 列 Gronwall 不 等 式 导 出 的 ， 
引 理 1.3 设 如 EC Ti FERRER, BHR, ESO 
使 得 
wt)<aO+tkK | wads, ; 
Wo O wK, VEE 10, T]. | 
证 明 FO) -O+K | w(s)ds, W 
Feb ()) ~ CE w Kd) <0, 


KB pOH), MB w(t) < h(t) <Co™, 


§2 Banach 流 形 


STEREO GR BA: 
Banach WIE. 


2.1 Banach 流 形 与 向 量 从 
EII UWE 是 一 个 Banach 空间 ， 半 是 一 个 连通 的 
Hausdorff 空间 。 称 型 是 装备 在 和 上 的 一 个 Banach O'i R, 
ool, Jed. k 
(D M 上 存在 一 族 开 覆盖 {Urhea UOM, (CA, JU=M, 
其 中 4 是 一 个 指标 集 . ws , 
(2 I-A alU pU RAED 中 的 开 子 集 , 并且 内 是 
双方 单 射 }， 


wel wae SH Sant Ee 
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(B) ppr peN UD aN Vl, UC AB OF GX 4} 
[a] FB, 

A, MEE pa, Ae CM itu, 就 称 
(Ui od æ Ab BAER miUe en, EEA PHM Ee 
$R FR. 

EM2.2 iM, N dykk Banach Spy oe, A AY 
O" Banach 流 形 . BJ, MON 是 一 个 映射 ， 称 它 是 O Gk O™) 
xti, EH: FEM LA — PMR, p), tEA AN EH 
TER {F a ba), CA}, 使 得 对 任意 1E ,aE 4, RG 

tar fog’; PUD) —> pa V a)i O" CGS) AT, 

+21 HU, pk M k~i, EU M 的 一 个 开 
FTR, 9, U >p) Atth, HU, p E e PR 
Ain, p), TEA RAAR, 是 指 pee 都 是 OT pst ERE, 

两 个 坐标 系 称 为 是 相 容 的 ， 蚌 指 其 中 之 一 的 任 一 个 坐标 与 分 
一 个 些 标 系 邦 是 得 容 的 

BE: BIRRA RAAR REIER, 

Banach 流 形 M JHE EER O RRG AE — A E 
By. 

$2.2 定义 2.2 中 的 {CU edi, (We, bed} ARR E 
任意 一 个 坐标 系 . 

命题 号 .1 设 M, Me, Ms 都 是 0" Rw, Je Mi Ma; 
g. Ma—> My 都 是 OF (BR OT?) 的 映射 ， 则 gof Fé Mi Ms HO" 
(或 0 的 上 映射 . 

证 明 WAR RRL, p) EA Ms, (Wa, Wala EA} 
T Ma, {wain BEB} 于 Ms, WW WEA, VBEB. 

E,ogofog,? = (Eagpa ) e baker") 

ELBE. Of (FR OT OMB ZEA, REM, 它 是 OTR OH. 

E23 EMBRAER LW—7> OT Banach 流 形 ， 
NCM RAE 型 的 一 个 子 流 形 , MRD ABAD ~ 2502 =» 
ini Veo Nn B+ SHE AAA, p), 使 得 


ig | EEE E 
PEND =x {fw} Nw), 

其 中 we 2s, 

几何 上 请 观 地 说 N 是 时 的 一 个 子 流 形 , DR Ve, EM 
PRU Ep 作用 下 展 平 在 子 空间 ZE. 

最 然 访 在 辟 内 是 局 部 团 的 此外， p 导出 一 个 双方 香 射 

bh NANU > 2xyNe@). | 

HEEG Re Ged| NNT #G}, M (Us, By) PEREN 上 
MERR, 

Sb, 显然 N =k d U», FFA bp (NV Us) C2, 是 开 集 ， 又 


Ye NU > bg N NUNEN A. 
为 证 NNU, oo |pER} BN LHBR, RAPHE 
Utes”, ty UAU ey NN) ess Ue NN) 
EO Aaii, Ve, PER- 
这 是 因为 有 E 


Fes NU, AN > er(O,NUy) FS 9,0,nUy) 


-一 > HU NUNN) 
hors? = Polgpo pp dot, 
Epig WAS, WP L- 的 投影 . LE bos" 
E OF PERE RYT. 

于 是 {WNUs, oy) | pCR} RSH TF RI NCH 上 的 
一 个 Banach 流 形 结构 。 在 这 个 意义 下 ， 还 是 一 个 Banach W 
Ë. 

HESR wE MH EO W, AN 也 是 0 的. 

EM 2.4) E= (4,4, 好 ) 称 为 是 一 个 向 重用 ， 是 指 
E 是 一 个 Banach WE, M 是 它 的 一 个 子 流 形 ，zr: EoM ED 
a 使 得 YPE M, E ,一 mw- 人 是 一 个 拓扑 线性 空间 其 原点 如 与 

&, HARE (CALE M 的 一 个 开 覆 次 ， 又 设 WE 
mel Banach 空 税 E, 和 O° ge St 
wT, > Ux E, 


sete WH r E 


TH 


§ 2) ， Banach ie te ig 
村 得 
(D r ETA HSA U PABLE sam, IFE 


Hi 
mT (U3) -一 > Urx Ei 
N L 
TNI UT, Pr 
(2) VoCU,, FHRA 
Tip mi p) 一 > E; 
Fz thee EIA FY, 


(3) Vi, ves, 
ph TyyTip 

E UNU > LCE, By) i) O 连续 映射 

最 简单 的 向 量 从 是 平凡 大 , 它 是 由 一 个 Banach 流 形 型 与 一 
个 固定 的 Banach 空间 了 (SERRE Mx ¥,S-(MXxY, 
w, M), Hp 

x(p, y)=p, Vip, EM xY. 

事实 上 , NRA MAS, mr AmA. 

$2.38 在 这 个 意义 上 可 以 说 ， 每 个 铅 量 从 局 部 地 (在 每 个 
U 上) 是 一 个 平凡 从 、， 疝 寿 整 体 上 它 则 是 由 一 片 片 平 几 从 通过 OO" 
ERA rori 粘 合 起 来 的 、 我 们 称 {CU [ICA 为 关于 加 
RIE LAL. 

$2.4 #E-(E, mr, 六) 是 一 个 向 量 从 , M 上 有 流 形 结构 
{CU gn 11E A}; WE E ET ARPI JE aA {tw OD), pa) | 
ic, 使 得 于 是 百 的 一 个 子 流 形 ， 问 题 化 归 : 确定 线性 子 空 间 
了 BRST dh 

dy, oC) > Uy) xY. 

率 实 上 , 不妨 设 (UTC At EM 2.4 MG ae. 而 
Wea ROY 为 定义 2.8 PSHE, Hep SER fe E Wy Banach 
空间 ， 于 是 有 
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LOY DV É- Uca (U) > U, x E, 
| | ia) 
oO) x E 
AF $, r, UR (p, 好) 都 是 周 构 , 所 以 有 线性 拓扑 同村 
Ly, KEY > A x En YEU NU, 
WE: Lyla, = ida. & Lp J L, AFR Y > E HR EE A Ned FA. 
Bi yn= (a, Lp*)on, We | 
pi: aU) plU) xY, 
由 此 可 见 对 子 向 量 从 8 一 (如, v, M), 一 切 B RRT Y. 
#26 在 定义 3,4 t, RDA 形 是 一 个 波形， 那么 为 确定 
HEA, FEE RT WARD RIES RAED ~ ©), 
设 对 于 Banach WP M, {Un gD TEA) BE 的 一 DAR 
系 . 又 设 WIE A, 有 Banach 空间 By AH ty, 0 x (U,) >» Ux E, 
满足 ， Oo 
| Pm =g 
Vi, UGA: peu NUY, (TAT DA JER He TA, . 
sp > Cory Æ UN > (B, By it d 映射 WERE 
唯一 OREH, MBB, «, MEHEA, n AS RERIT 
#48, i OU O EEXY 是 一 个 平凡 覆盖 . 
事实 上 , Tv : (UN Uy) XH, ON Uy) x Bey EA. 
由 坐标 系 前 定 多 ， BRAM 的 流 形 结 构 ， 使 得 EAA WA 
Fat Lor, BR UL ov te OF 映射 ， ERTA oo Cp) E; 可 以 
Hiv, 由 2) EE Banach 结构 决定 它 的 拓扑 向 量 结构 , PET. A 
Aa (ert BETH A, BT CAA PE STB i Banach ZAE 
唯一 oe i 


p 


2.2 MMSRMA © 
附属 于 一 个 07 流 形 M AA A AM BY tA SG HT 
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人 从、 在 定义 切 从 之 前 , 先 定义 切 空间 . 

it Mgt O Banach iE. 装备 存 Banach SMZ E. 
YopE 及， 考察 三 元 系 (D, p, »). EEUU, p) Be SAB, m 
vt 我们 称 两 个 三 元 系 C， p, OSV, p, MESH, BR 

Cpog”*)'(p(p) um w, (2.1) 
然后 ， 皂 一切 这 种 二 元 系 的 等 价 类 组 成 的 集合 记 作 T M), WA 
M pbs 
利用 微分 的 锁链 法 则 、 易 见 上 面 定 义 的 等 价 性 符合 等 价 关系 
公理 . 

eh, 对 每 个 固定 的 坐标 (7 p), ERU, p, 们 的 全 体 显 
然 与 Banach 空间 有 和 辣 构 .利用 等 价 性 定义 , TRAV, b, we 
(U, p, 28 br, WN eo HY PL saat EE BSR HE TP hop)‘ (pp) 
由 4 变换 得 到 ， 于 是 对 固定 的 (VY, $), O, p, wee eA 
REMC, o, FY Banach 空间 ， 于 是 TM) 可 以 用 任意 
AARU, p) 为 代表 得 到 与 县 同 构 芍 Banach 空间 {(U ,gp, v) | 
vE #}, | 

项 空间 还 有 一 个 等 价 定义 ， 

设 I=( 一 1 1), Ba I-OM%—WR, RMB, aL 
2pE 开 为 基点 ， 是 指 (0) 一 2， 两 根 同 基点 多 的 曲线 a, 8 KAT 
点 加 相 切 , 如果 ea) (0) = (ge 8) O), TREU, eo, 其 中 
pGU,, AXE, REAP a, BE pA, Be 
(Ur, pr), RE PpEUr, HE proa) 0) = (gr 8)'(0), AW 

(proa) = (propr oprea) = (progr) (prea). 

把 在 点 多 处 相 切 的 两 根 同 基 点 和 的 曲线 a, 8 规定 为 是 等 价 
的 , 记 作 wu B， 显 然 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . “的 等 价 类 记 作 [oj 不 
称 为 一 个 殷 向 量 在 每 个 坐标 (Bo p) F, [四 有 BAS pra (0) .2 
点 的 一 切切 向 量 正好 给 成 Banach 空间 2. BRL, Vrs, ve 
BU, @) Rat) =e plote), W peat) = plp) +2, 

而 (gyca) (0) =v, 3X PERLE AE al > (pica) (0) =v 得 到 等 na 


a2 准备 知识 [第 一 章 
le} R=, pp (pea) 《0 的 等 价 类 间 的 本 并 对 应 ，_ 
FRET (MM) = ile] EU, ot, HER (p.ca)’(O)}, 在 
BREU, p) F, H (proa)’ (0) BRZE RI? Sf AY Banach 结构 规 
st TC) th 
令 E=\ JT), 规定 自然 投影 
ww HM 
Be T’,(M) YEE op. FFD TM) = C#, æ, M). 以 下 规 
ERRRETMDAMOER. FU, p) Æ M E A E i 
PO) ETERA, 则 由 切 向 量 一 ETAU, 9, ONA 
的 定义 ,有 双方 单身 
1. ty, oA) -TOULE 
ESSU EBE ARB, Bp 


“oO Ux 


, No ž 
ea, £1, FEA, Urg), (Ur, pO, 记 pn= prop, 
列 令 talp, u) = (pcg), popl pjo), 得 到 
Fe: PO Ny) XE pe UN Ue) LF, 5 
因为 导数 pis CO, 并 在 点 pı P) 是 一 个 同 构 ， .从 而 控 注 4, 8, 
T(M) 是 二 个 grt ETA. BAMA T(M) 就 称 为 是 At Pit 
从 


=p 


用 切 向 量 [a]s 来 表示 T,(M) 中 的 元 . TM) fh ilp, tal.) 
组 成 ,在 坐标 系 (Ui, p) TF, ERKA Cp, (pray (0)). Ho 
HRU pr), 对 应 为 (2， {prepr (oC p))- (pea) (0)), 
FE RR TAIANA S. E Banach RM 上， 
VeEM, EUFRATA 换 成 它 的 对 偶 空间 TIM), At 
新 的 向 量具 (月 己 验 证 ), Koy M EHAA, PETC)". 


Bb MAN, Mkt dg, PUD > TN) nF. EM 
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的 每 个 坐标 {UI, p), N BETER., bz F, 如果 UDe 
Ve, 有 : 和 
dd. Cp, o(p), Gogog) Cp PD 
DRI db 的 定义 是 合理 的 ; 因为 如 果 (Us P), Was Poe) at 
JEM, N Eps opp) HHH, (Us, Po Ww), Ve, they 
a’) 3) Bilt CO, nm, YUBA, ty, (heehop, *) ppv) Mt 应 的 
Sit =I, PARA: 
w= (pop) (gl p)) o, 
wo! = (pos) pp PI Co po gr) (gC pe 
= (pope; Y (p p))e 
= (ityohog,*)'(ps( p))w, 


dd, (p, SBD, wepo lop) w) 

Hi ry DE, WBNS LR SAF ET 由 定义 及 时 算 于 的 
社 质 , 立 得 

(1) dd, PUM) PCN) OFM! y, 

(2) dé |ayean: T,(M)-> Zuo(N) 是 线性 连续 的 ， 

(3) Fd. MN, ib, NP, oi] f 

| 一 Gd 

在 有 的 书 上 , 和 有 的 时 候 , ROA Od, BETS Hic dd. 

Wie Zz BH o, ETAR 射 一 一 导 算 子 概念 的 推 
广 一 一 以 后 ， .我们 便 有 可 能 引入 流 形 有 映射 的 局 部 漫 没 与 局 部 浸 普 
的 概念 
定义 2 5 WM, N EIA Banach 微分 流 形 ， 中 M-Ž>N 
ERM 到 N WRA.. PEM, ot PERE, 系 指 ， 
(dh)y, ToM > 了 EIBH, PPE M ENAM, 如 果 它 在 
M LEAP ERAN. 

x26 kd. M- NW Banach WIE M A N BIC 
nAg), 在 PE M EIR OE p 是 局 部 浸没 (immersion)， 
如 果 (dd), 是 内 射 .: PRO HE DIEM Z (submersion), MR 


即 得 


=e. ee a ee a e a a o 


Bd iÈ A A 识 [A-H 
(dd), EAT. 
HAV 8 1 E.T Ep L8 n, 
PEA p Bm Mig, Wa FE: 


an —--— >» NaF cM -一 一 一 一 一 + NDF 
ff p . yr] 
y bite pagel | h=oyedop) A 
grein) SP eg ron) ATE. prce 
~、 y 
i 4G N ra 
we Fs. “4 
pt) x coker (K fey) SpA 
站 
r 
图 2.1 图 2.2 


其 中 2 FN 所 装备 的 Banach 空间 ,而立 是 
Z — 2X coker (fi (#)) 
ENB. BAMA 9, BR goh=i 但 pep = 
geh, ALLE Bh EF, 9 是 正则 浸没 . 
AG, HOOK pL AWB. NATL. 
Hop j BIEWNS RE. BUA AS A F ttig oP =j, 得， 
ho = tobe (go) = toe (Fog), 
所 以 说 在 微分 等 价 的 意义 下 , $ ETE H. 
引入 局 部 浸没 与 浸 盖 以 后 , 用 它们 来 措 写 子 流 形 . 
定理 2.1 Ho, MN E O Banach HEM, N far 
rR ARR. D 设 9EN, = 四 -1(9) MERGES LRA 
RERBA, USEM bP OTHE. QRH 于 上 每 
AR HE RRP, 则 COD EN 中 的 一 个 子 流 形 . 
证 明 (O 利用 定理 1.38( 见 图 2,2), AAA F, 使 
得 下 (9 二 由 中 po 了 i 十 (C90), REF, VixVere), V: 
FL ker ((di-og iY (@)) RA SBR, Tt Vek Y 的 8 邻 域 ， 从 而 
(fp tok Gn tb) [ee Vi}, Fop) 
RES 的 -个 能 标 和 水， 从 而 8 是 一 个 Cr 子 流 形 。 
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(2) PBEM 1.7 21), AR RE g 使 得 
(godogop t, U —> 2x {8a} 
的 邻 域 的 OY E, FE Os He cokor W (RA, 而 : oe 
h= popop t pe 
FREER 6 UD)L—-7T TRE. 


2.3 向 量 场 和 微分 方程 的 流 

定妆 和 3 w, m, 条) 是 一 个 向 量 从 ae 名 HoE 
满足 oé =idu, MREA—T RES 称 为 是 O'R OEE, 
是 指 作为 Banach WARE, MoE, ER OR gr’) 的 ， 
TCM) bi ‘RRB A. TOD EPA 
Ay fay EB 3B es re ; 

设 o: 了 一 (一 1 1) +s 于 是 收 上 一 条 县 线 (pf)， fpa 
I-> M 诱导 出 PSM THR + TUM) SBIR o. 俩 图 。 

TD TM) + ee 
poe a i Z, i. i o. 

mB yan w PCD 的 一 A R TA: ME) mE VEI, 并 用 zz 或 
a RR oo toa), (pea) 0). 对 于 M 的 一 AB Un 
pi), ETOT Hij a I> TM) % Orz: yee. 

定义 8.8 HORM EN TARH. i os [Mk 668 
Mp shh RB 条 权 分 曲线 或 流 , 是 指 oero. 
d KOED) gg 
om we Eo a (0) =p, 

自然 要 问 : Ay TE RY OF? 商量 所 本 SURE HE PE AE 
FL PETE TE oc HL (2B) 


of HA Mee, p), EA RIRE RCD D), 其 中 
t. Y> Za 在 外 :上 求解 方程 : oe : a! 
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(poa) (E) = vat) = yepi (pea) ()), 
| (O)=@iCp). 
根据 &T.4, 这 解 是 局 部 存在 唯一 的 . LAA BAER, pe), 
pe UN Ur, 有 
(py oe)’ (= (preg) Pe) (DD = propr uate) ) 
=wiatt>), 

Epp, wlp) Æ i EUr, a) PBR, BT CLARE o 存在 叭 

ELLIS AMBER PEM. Mad — > MBA 
p HRR E HRA CR RAK), mE- g Hp 


H AE 的 流 ay, da L, ME WERD, ABA Aic, FH 
a|n =, 

我 们 于 证 极 大 流 是 存在 唯一 的 ， 为 此 需要 

引 理 .1 Bea, J> M, i=l, 23 CRA PEM MR 
的 流 , 则 of | syndy = G2 | von 

证 本 > Jom {ted fl Ja, a1(4) an (8) } 将 证 Jo HE — PS 
ay BES LE daN Fa hRS, Mi Æ JNda EO, 
其 非 空 是 显然 的 , 因为 0E 1 站 J9， 它 也 十 相对 闭 的 ， AA w, ta 
AO ek GF A M A Hausdor 全 空间 ， 剩 下 证 其 开设 可 Eo， 
则 由 局 部 存在 叭 一 性 定理 , o> 0, 存在 唯一 的 局 部 流 a, (—2, 
a) 一 M, 使 得 (0) =a (to) aay), He Bae, Ue, a) 
二 na. W Ealt tod, =l, 2 都 是 (一 8, D LAA. 并 
从 50) 出 发 ， 利 用 局 部 唯一 性 , FA 01 (4) a(t) tE (tog, 
fo tE), BI (to—e&, tote)Cvo, PTE Jo MFA TT HI. 

定理 2.2 HpCM, ER -TO O°RER. METEM pik 
发 的 极 大 流 ， 并 且 这 极 火 流 还 是 唯一 的 ， 

iE Oo, Ji oM BIER -RA PHA SRE, O f= 
SE Hep i Flim — ey AB, Fea FM, WE a)na, 


按 引 理 2.1, 这 个 & MER RR. 由 定义 ,这 流 又 是 裤 大 的 . 
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AEH, H a > M BPR, 则 由 极 大 流 定义 必 ; 
有 J 一 J FH axa". 

Fe A eB Voc M, At (p) <0<t* (p) LR a (Cp), 
H(p) M, WE.: i 

| a(t) =E lact) 
a œ(0) =p, 

如 果 六 于 一 Ri WA TR SRRI, Fr CI df(p), T (M )—> 
RI, 或 者 换 旬 话说 , df(p) ETM), EI f RTR EAIA 
的 一 个 截面 水 即 一 个 余 切 向 呈 场 | 


2.4 Fivslor et iy 

BE (H, m, 如) 是 一 个 (Banach) 向 量 从 ， 上 上, H—>RL, $ 
为 古诗 上 的 一 个 Finsler #4 4), 是 指 . 

(1) 下 是 连续 的 ， 

(2) YEM, lh A pils Æ E Eram. 

(四 YEM, HFP M ELERESE EEN AE NA 
KRERU, BB, Blom a (0) SU x Bo MER >I, 有 po 的 
AM BVO, 使 得 


ah hal “Ja <k- l, VpEV. 


由 定义 ， EFAA 2-0 XY 上 有 一 个 自然 的 “ns ms 
设 上 :lr BY EA, EX. , 
I Ce, Dh ivir a 
就 是 一 个 Finsler 4444, 

RPP LA Ey Finsler KRETEK, 得 到 向 量 从 上 
的 Finsler 4974. 这 当然 要 求 这 个 从 He M 具有 一 定 的 限制 tA 
ERS. 


先 引进 : 
5182.23 REE, s, 及) 是 一 个 向 量 从 、，{O。laE 4 是 


M ARRE, JE Eloa EAA Finder 结构 ， 而 ipl 


ma, nmm a raha pnm de rrr .一 -一 一 


a8 fe 备 期 识 [4 --# 


PEB Æ M BJA ERE aS, A supp pe Oum, 
Mt] pà parm (|e ER AO ERI Tinsler 2574, 


证 明 vpe M, KANKI BEIG palp) #0, 而 且 

lola = Cp, m pA 
lefa: = 93 (parm) | Cp, w) |" — Seat p) hols 
也 是 模 , 并且 是 By 上 的 等 价 模 . 

再 证 ， Lel 对 p RIFE AEE, LE mE M,&>1, EEX, “pe 
HS oR OO, GAO A FS LBS 舍得 psp) =O, 
VETTE, YEU, XH P [l7 Ab Kinsler fi, BLL ay Ll RR 
POE 是 po 的 邻 域 ,使 得 

| 人 js evVPpETD i=l, 2, em, 
VE pa, p) Epal Po) <A Epa (Pp), YPEU, t=], 2, e, M, 
Bl 得 ; bel < itil, =Allali,, YPEU, 

定理 多. HE (H, a, M) 是 一 个 疝 量 站 ， 形 是 一 个 仿 紧 
EY Banach 流 形 ; 则 二 上 有 有 一 个 Finsler 4, 

证 明 B E PP NB 12, rz0 tCAL 在 每 个 

a (Ui) b, 按 自 然 方式 定义 Fingler 结构 .及 因为 M BEM, 
{Tbe Ay EM -AFA PUAT a Ae A PS BS A 
的 单位 分解 .应 用 引 理 2.2, ai E kae Finslor #4. 

Ex 32.10 一 个 0 Banach 流 形 M, RE A ATOM) 
上 的 一 全 Finsler 264), fR4—+ Finsler 流 形 . 

PEHE 2.38 Ree M 2.10, 可 见 ， 

(D HAE n Banach 流 形 ， 必 可 赋予 一 个 Finsler 第 构 ， 
人 恒 之 成 为 Finsler 流 形 ， 

(2) i M #—~+ Finsler WE, 具有 Finslor 3444 站 R 则 在 
余 切 从 TON E, 定义 

iCp, #)|ssup{<e", «>| fe! <1, sE TM}, 
其 中 ET A)"; DEE TM)” 上 的 一个 Finsler 4444, 


5 2] Banach W 形 29 


aab ESM R, 其 中 邓 是 . -个 仿 紧 的 Banach 流 
FE, Midte a — pe AF HER, IPB. 

pldi m 是 于 一 只 HEH ae. 

以 下 再 考察 Finsler HI HYPE IE 1G Mm. Ei, Ze 
Finsler ME LESA PH, 

设 形 是 一 个 Finsler WIE, o. f = (0, lo M BO H 
线 ; 定义 | 


Ko = f Jo" hae 


为 5 REE. Hu, cM, 并 在 M 的 同一 个 分 最 .下 部 么 定义 
plu, v) = inf {Ko)|o@) =v, aQ) =o. (2.3) 


显然 ple, 0) = pO, u), 
plu, p(y, vitp(e, w) Yu, o, WEM, 
plu, u) =0, 
为 了 验证 plu, oE M EARS. ME 
32.3 MB—-PIENM Banach KH, U, BH EN ' 
一 个 坐标 ， 设 1 是 用 上 的 一 个 模 , RE wT, r 0, $ 
Bluo, D) = {vEU | IPC) — bo) <r}, 
Blu, D= {UEU | ble) - $0) | <7}, 
Stu, T= {EU 一 由 Guo | = TF. 
M r 足够 小 时 ， 吾 (ro, 7") 是 ww 在 关中 的 一 个 团 令 咸 , BBCuo, r) 
PEST MRA, SQ, 7) 是 它 关 于 MAUR. 对 这 样 的 
r, Sle, TEER Bato, r) 3 M\ Bio, 7)， 特 别 地 , Ho, J -> 于 
在 于 中 是 连续 的 路 径 ，a(0) 一 to HEL) NM BO, r)) + 
Ø, MeH cel HH co) EStwo, r), LR o( (0, ec È Gh, 
r). 
证 明 Ay MEEA. Ha e ie tE uo E M h RA 
AP CU, SEHH d, U-->b$U cr Bim, Pre roo 
Beh, =se |ie bd) <i Bod FZ FH-THA 


20 准备 知识 [第 = 


ah hk, 使 得 OCoPD(V), I Blw, n= ACF, AW Bin, r) 
fe Ue FEV Op ay ASB Re ee M Pa, 所 以 Bow) 在 
M 中 是 zx 的 SABE RANGE, PU Bo, D 是 
Bowe, TATA WAN, WO ee Mb, FR Ee M 
还 是 BO, ORAS. -个 闭 集 的 边界 是 柑 对 于 包含 它 的 任意 开 
REIS. Fea gb HE TRS, HEI Bo, 7) 的 边界 是 Se, r), 

因为 Bato, 站 与 M\ Bo, D 是 不 相交 的 开 集 ， 其 余 集 为 
Srfao, ,所 以 它们 由 SCvo, SB. WAER a, MS (wo, 
SDE 六 中 的 开 集 , 从 而 是 不 相交 的 开 区 间 , 其 边界 点 包 食 在 y 的 
补 子 集 oS Ge, DODE. HELO, 6) 是 包含 0 的 这 种 开 区 间 ， 则 
oC0) ESCuo, r) 并 且 作 为 M\S o, 门 中 包含 af0) 一 tw E Blu, 
OERS, o([0,6)) 必 整个 地 薪 在 Bw, 7) A, 

现在 来 证 明 

定理 &. 和 & 设 M -A Finsler HE. p(s, VEA (2.3), 
则 p 是 形 上 的 -个 了 距离， 并且 它 导出 的 拓扑 与 于 ERRA Hth 
是 一 致 的 ， 

证 明 1° 要 证 p 是 距离 , 只 需 再 证 

plu, PO 4 uty, g 

EEM, WE RARU, p), pU >T TuM) BEE 

EM 2.3 E r0, iz 
pU) = {8 ETa (M) | leler}. 

根据 Finder 结构 的 定义 , WR de DE Fal M) Fal M) 的 线性 
mR. wt a> 1, 有 


mm haki u yeu, 
%o,J 一 > 可 , 则 | 
i ， j i- 
ia) -| F les d=- f | (foo) CE) lu, AE 


> l | eo) (ae, 


$ 2] Banach it 形 $1 


a (poo) (1) — (po) (0) Ns. 


Mf o(0) =u AoW ICU, 则 由 引 理 4.3， decd HA 
{poa(e} =r, 
从 而 


PC =ke | 10, wey [dog (e) | = 
WAXER REH u, o HO? ao, 


T 
E 当 GU) AT, 


vase) 当 o(J CU, 


oes, 


从 而 有 pCi, ep minfr, Foe}>0 H vto, 


2° Bite 学 出 的 拓扑 与 M 上 的 原 有 拓扑 一 致 ， 若 ptio v4) 
0, WAV >, H n>N WY, 


-Y 
pio, Vn) ae a 


Mitt EU WR dion) ba, Sha Cue, ads 从 而 lelen la 0 这 
BET alU), IRAP on > ul M). | 
ZX, vp u(M), 网 06ED, 4n>N, Bo, T SY, 
(0) =o, On Cd) — tn pat F: | 
on) = (ih (%_)), 


BE pla, WKE) =] TORE) leo dt 
-| | [horn] CE) | cecon) dt 
-| ib Cn) Higer dé 


<k | heon) heat 
IPC) fy 0, noo, 
即 得 poltto, tad? 9, ae 
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推论 2.1 任意 仿 紧 的 Banach 流 形 必 是 可 度量 化 的 . 


$ 3 BASMRER 


Ms, PRIRA 流 形 , f Mo Etok 
En RSE M N Zek. 问 对 于 re 
W, 在 什么 条 件 下 , POW) M 的 子 流 形 ? 


8.1 RRS | 
为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 采用 W MERE. BOW EZ 
LE RB, VEW, EZ 8 U, g), OA w EU, 
gU > Re, 满足 ， | | aana 
gOUNW = N (Rx {0}), CER, 
& f= Pg, Hp P ER GRU MERE EE 


UNW~=9 8). 
NETE: MOGoW ore ws 
my £ (0 NW) = (gf) 38), : 


HEM, WT LW) 是 子 流 形 , AW aof) 是 在 上 的， 
¥eEf (W NU), 但 
a(t) dg od Éa, wo (a0), 
如 今 d9w, 是 在 上 的 , BA ker (dgu,) =T W). RENE Ago f= 
在 上 , 只 需 | f 
Ima f,, +l. W) Ta). (3.4) 
这 把 我 们 引 同 
EMSA RM ZEO RE, f. M>. WOZ ETT 
流 形 ， woCfIW), PË A ro AMAT W, it ERNI F a, 是 
指 
Im (df...) HTE W) =TE£..,(2), 
RAW FRA CCS HOW), Wa E y W RR THE EA 


p3) HRS ieee $8 


由 上 上 述 分 析 立 得 

定理 8.1 BWA KPT RB, f. Mz eio 
RY, BA PAW: WE WW) 如 的 一 个 于 流 珍 , 且 

codim W —codim f—1(W) 

OE TR, ARLE DRS, RE, : 

定理 和 .3 KA TRO ME, 2 RAK TO 流 形 ， 
ATREW. Ef, AMA BOR FA EMW; W aer 
0, 3 8€ (0, cg), +e. 

证 明 HE MBE. SIE, Veo W FE Z W A R AB 
标 (D, g), wEUNW, HBAGeE) .,. BMH, WAH, V(x, 
Wo), f(a) 一 to (gol) (ao) HFK N ki, 这 里 (kt) de W Ay Be 
% TED (dATP E-OTAH, Hepes 40, 由 连续 
fi, 看 在 着 ww 的 一 个 邻 域 UU,, ER 86,, WRT BPS Un AK 
的 邻 域 玉 ,化 得 YeE (0, eg), VeCU,, 4f-eheV 时 , Cge + 
A (a) Ret BY A CR — FEO TT SR AO, A EY 于 ”的 一 
KITS [Unle EE UW}, ERAT Tg E eh) H= 
(f-+s)77), 因为 AM ERR, ROAR PUT BS 
(Eteh W, SP = 站 F, @=min fe,|l<eqm}; 其 dee 
[0, 8, 4 eG (0, a), teke” WR setek) (W) 时 ， 
(yo (Eteh (2) 的 对 应 的 -D TOR IR AO, TH 
go (f+ eh) B—P Rig, BS f 

TW) +im(d Cf -+ ch) (to) = P (a), 

V (te, Wo), 其 下 (E+ ch) (a) = wo. 


$.2 Sard 定理 

HX, 2 ENA O Banach FI, f. X — Z Æ d! EAH, 下 
述 概念 是 本 书 主要 关心 的 对 象 . 

定义 3.8 称 zE2 HIN a, WR IM th: BRER: 或 
首 了 -1 (4) 天 多 或 者 df TeX) Tio lZ) RELH, VOE EG), 


34 ke mF [党 一 音 
Bee X LE GLA, 如果 dfo: VoL) > TEn) 是 在 上 
的 . C: : f - 
REENER BRA, TEER EEI A i RA. 
下 述 Sard CRMRAR Bay T i a A A E 
在 临界 点 理论 中 十 分 重要 . 

”定理 3(Bard) xX", Z REO ME, teoga", ZF); 
则 当 r>max(0,.n- kB, E FES — PSR, 

这 个 定理 的 证 明 完 全 是 测度 论 前 ;， 又 与 捕 面 用 到 的 方法 没有 
SRK, RAR: 读者 请 人 参看 .MilnorTMi, 2]. 

为 了 推广 Sard 定理 到 无 穷 维 空间 , RI 

定义 3， 3 i x, Y E Banach 空间 , UX 的 一 个 连通 开 
FÆ. MERLE, 7)， 称 它 是 一 个 Fredholm kti, EHR, 
Yoel, ces, 工 ) 都 是 Fredholm 算 子 ， 称 | 

ind £dind T(x) —dim ker f' (v) —dim coker f’ G): 
ALR EHSA o, 

43.1 这 样 定义 的 指标 ind f BARN, BI, PK MR 
CU 的 特殊 选择 。 这 是 因为 indf, U- ERG IKEE, K 
恭 庆 、 冯 德 兴 [EKOET ) ,而 习 是 连通 的 

= EASA 设 feo, 了 ) 是 一 个 Fredholm oR, pij 它 的 
et Fi ek SED Fe A 
We HA wt dim ker fo) fe ER EA, 而 
dim coker f'(x) =dim ker fiv) — indf, 
By bl it EEES., WAS I, 则 
S=—{wEU |f' (a) AEE 
= {w € U |dim coker f' (2) 1} 
必 是 闭 集 ， | 

e835 Bre, 了) 是 一 个 Fredholm RH, WEB 
局 部 闭 的 , 即 VooeU, Izo 的 邻 域 N, Fe El 基 闭 的 ， 

证 明 .因为 了 (zo) 是 Fredholm 算 子 ,所 以 有 直 和 和 分 鲜 : 光一 
ker f(x) O21. HAY Ini (so) 的 投影 ， 现 由 隐 范 数 定 


8 His Hake | 48 
w, Sto 网 一 个 pik Vox ocker f’ (a) xZ], Í (ao) R — 71-48 ek 
Wim Pro, HA k. Ux Wel, EAn, EB 

QF lutfu, yey Yee ¥) EUxW, 
并 且 VuoE Uo, Rit, +), Wo i — Pas eR, RB Oo 
AA BE), BA EA 4s oy EEUE E 的 ， 

HUE É jev, BERT. Hf Ea = tn ta UoxVo,f (an) yn—>Y, 
只 要 证 明 zw AAR, REE, WA m Ba FA, 
vs 一 Cun Yn), 所 以 vs DART Fi, BS ee UR TF. 

PIES.6(Sard-Smale) i 4 2—- A 4> AY Banach 4 A, 
UEZ HNE, Y 是 一 个 Banach 空间 ， RR FEO" 
(U, 了) 是 一 个 Fredholm 上 映射， g> max {0, iadf} Qf Woke FEE 
PER- ME, 

证 明 ”因为 第 一 网 集 的 可 数 并 集 还 是 第 一 网 的 , WU En 
分 的 ， 所 以 具 须 证 盟 ，waoED， Jwo HA UCU, etl, 上 
的 临界 值 集 是 第 一 网 集 就 种 了 .。 Wf ;, 的 正则 值 集 ACE, U) HI 
余 集 是 第 一 网 的 ， 继续 定 理 3.5, He 一 Uox Vo, & A, UoxW 
aU yx ho HW . 

H, (ua, y ie (en, hte, ¥9), 
则 H Eita AE, 并 且 满 足 
| QfoH(u, y)=¥. 
g4f=f-H, ii 
R(f, Vox Vo) =RE, Vox W), 
又 因为 Qde = idw; 所 以 Yy EW, 

CEDIS RË, Ugx Wier E RI — QE, y, Uo). 

然而 gind f(z) «dim ker ‘fi —dim coker f” (eu) 
=dim Uo— dim coker Ë” (so), 

况 在 应 用 Sard EH R(CI-Q)E-, wv, Uo) 的 余 集 将 是 去 测 

ko 又 由 定理 3.4 与 定理 3.5, 所 以 还 是 财 集 ， Mitkas. 3 

a AT RCE, Uox 了 0) 的 余 集 也 是 硫 集 ， 


eo cnn M rr bhrbin di  IE = 


46 ke a [$ 
3.3 ‘wees 
定理 3. TOREM) Bx, 8, 2H HO Fe, 
FE, X xE 4 是 一 个 OT aS, r>max(0,n-k), RW 
是 一 个 子 流 形 ， FRW. URE JP RABY SES, f, = FC; he X 
SARR En.. 
。 Wh R-P, 并 考察 映射 
“ PX xs- g, Í 
OLARA r 是 投影 ，(%, ds, Re 
sie gfs gol HEN, 要 证 LIW., | 
wet); YEW, h F(s, 2) —f,(2) =z, H FRW HE, 
_Im@Fe, )) +74) ~ TAB), 8.8) 


7 i 


sur. Ob. | l | 

ee ‘Im(af,(2)) +7, OR AONE (8.4) 
(3. DERE: “Wace? (2), Ila, B) ET lX xS) =T (X) x 
T.(S), S 


| a— (da F-a+d, FA) ET, WY. 3.5) 

(3.4) ROR. AvVET.(AX), E | 

— (ds Fo) E TOF). (3.6) 

因此 24 &-Onf, R v—a HA, 、 
当 户 关 0 时, 周 为 ww 是 投影 ,所 以 


dreo: Te(X) x TH PS). 
正 是 到 POD LIRE, M s AVE PEED 
io dafa 8); Fay P) EE 
于 是 有 形式 为 人 AMBRE Toon VA. MSF, VW, Pi 
; a aF, s)(u, B) ET, W). 
Svea-u, WA 


3 4) i th Be $7 
df, v) —u=dF (x, D [la B)—(u, Djeg 
= [dF (x, Ja +d.F (v, 98] 一 名 
dF ia, 8 Gu, B) ETW), 
2° +h Sard EM, JLAE RSA s CS ABE vel 的 正则 和 值 ， 


S4 拓 Fh E 


拓扑 度 前 概念 起 源 于 用 代数 拓扑 方法 研究 不 动 点 ， 它 的 早年 
陈述 与 讨论 多 借助 于 代数 拓 扩 的 方法 ， 然 而 由 于 拓 扩 度 在 分 析 学 
tp AY FRE Oe, 为 便于 分 析 学 者 掌握 这 一 工具 ,许多 作者 作 
了 不 少 努 力 , 将 其 整个 理论 重新 建立 在 分 析 学 的 基础 上 .。 RT 
面 应 当 提 到 的 有 M. Nagumo (1951) [Na. 1], E. Heinz (1959) 
(He, 1) J. T. Schwartz (1969) [Sch. 1] 5 L. Nirenberg (1974) 
[Nir. 1]. 经 过 许 洛 讲 尽 和 书 的 整理 ， 规 和 在 这 个 工具 已 经 变 上 得 非 
常 容易 掌握 了 ， 在 这 一 节 , 我 全 将 采用 分 析 方 法 氢 述 ,为 求 以 极 小 
的 篇 钵 介绍 出 我 们 后 面 所 需要 芍 准 备 知 识 , 除 给 二 Brouwer 度 和 
Leray-Schauder E RE XTE RHET, READE AE pT 
射 的 度 的 算法 这 在 第 三 章 中 要 用 到 ， 我 们 还 要 指出 : 度 的 分 析 
陈述 不 仪 有 其 教学 上 的 价值 .。 读者 在 后 面 的 应 用 中 将 会 发 现 , È 
与 Sard 定理 结合 起 来 实际 上 提供 了 在 一 些 情况 下 度 的 计算 技巧 ， 


41 Brouwer EHE 

hoch Bh RIFR, fECM, F) NCW, RY, iz 
J (a) 一 det|f' (2) ] H f ÆN ee O gb Jacobi 77H] KR, WF GX 
HRR, NT pCR f MEW, 必须 且 仅 须 J)o, 
ysef ip), iT p f ARA, D HAL BH Ae E £16 p) 
使 J (ae) <0, 

Li PIE Z={eE Ql 7,(@)-0}, WE MMH E, Wors ast 
BYTES a A Re a A SP a E MR IE ea, 

$0 40 14) = SB at : 义 Brouwer H, | 


A rp rr 


总 EEE [第 一 间 


I. feon, RY NOA, R=), pil). 

S141 Bree CO UTOA), WET E a hi 
AF RB | 

证 明 因为 enc 是 闭 的 ， 从 而 是 紧 的 . NEARS 
a”, WA L Ef (pA a E OA EA, (ee EM, 
f E 的 一 个 领域 了 和 2 KART AAR, AES 


APJA .，， 
ERA, vpER (£(Z) Ut(@0)), 下 式 有 定义 Le 
dog(£;Q,p)— Bien o AD 
y TRS PETZNER ECA, RRM, 我 们 把 (4 Dh 
定义 的 度 冻 达成 积分 形式 . 
E “ 设 工 是 以 ?为 中 心 的 一 个 立方 克 设 py Fe R, we 
supp UCL, 人 ay- o o (2) 
| 入 各 分。 | 
ee J yet ran (4 


将 证 明 : - a. 3) 式 与 由 的 具体 形式 无 关 ， WARE. DD 中 定义 的 


HE. 
JEA. 2 设 pER" (f (aQ) Ut(Z)), 出 必 存 在 满足 (4. 2) 


SP A om, 使 得 
deg (f, 2, p) = -| PET ade. 
证 明 f-o) -ie … oj。 FEO MER, 使 得 
f, Ui~> f (U) ÈN MIME, 并 在 U, E Jw AS, i=l, 
k, 令 六 一 -AU 到 一 个 以 为 中 心 的 立方 夸 I 使 ICT, 再 
Hi GA (4.2), W 
f peti Wok (a) S,(a) da 


#4) 4G t+} 磨 34 
ONE 
& 
=2 “Bn SrCe) L tof (a) BF (a) | dæ 


a -$ sgn Ji(z) deg (f, Q, p). 
为 证 (4.8) HBG b MLR, 我 们 要 
引 理 4.3 RICK 是 一 个 立方 砖 , y ROR, 满足 ， 
sappycT 以 及 [Wdy=0. 
则 必 存 在 CCOR, R") 使 得 supp oCl, 以 及 
dive=w, 
证 明 Kii I-i- 11", 然后 对 m 作 归纳 法 。 当 nm=1 
Bt, Moa) VO 即 合 要 求 
设 n = 下 时 ,这 引 理 已 成 立 . 令 
TOR by, Yer dari, | 
HF y= GY, Yee, = (i Yn). 则 supp $C hA- 1, 1)*, T 
foai- [yaz-6 i 
HOARE, FE Ww COUR, RD ,满足 
. supp wC s, div w=@, 


itre g: RY supp tL, in c(de=1, WE 
全 Ob, Gest) — PO) 4 rer) dona =O. 
令 Uki (f, Yaa) -| Lys GY, t) “bre 2 dé, 


wA | val, Yess) = PĜ, Yki 一 = GC) 


即 得 则 = div o, 其 中 8 
v= (w(t esas a (Gt Hust) » Ops Y, teri) d» 


40 È Em 


而 CW » "s Wy) =u, 
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引 理 4.4 8 £COM, Re NCO, R), WAE 4.3 中 的 


Wi, 必 存 在 WEO'(R",R"), 使 得 
suppulQ Wie divuspof (x) +d) (2), 
证 明 ha 4.3, Mh, FE = (ay, ++, 2,) 使 得 
supp vl, divos, 4 
pa woof (s) Jie), «cE Q, 
(x)= 
0, sR, 


Ep JEC) fe Jacobi FT HK Aye) 4 G, i RER 


suppecf4td)ca, 并 有 


div wad) Se 
= ee J (a) oe 
+ D refe) an 
因为 DE Jie) <n ITH), 
以 及 > 这 (a) =0, 


后 者 是 由 于 , 当 记 = (fi e fh),g—(—1)* tf, + 


“ue 2 On, ? 了 Oz, 


于 是 


„EnA, 


aaa ai bg re pig J 


2 arg 
J ft um A t 1 t Pe | aaa 
a=] ! Bar, PGs ) de is ; CX, OL, j r 
a | 0g y 
On, a 2 Ox, 
l =S S 并 4 det ( ay Og de Og ; 
aN ÖT OX; : Êx ‘ d C2» } 
EE Fq ag 0 
-YY g) g Te : OF 
Ey ) Om Or," Gt,’ 7 Ox, 


=Q, 


§ 4] Ho ff of H 


记 以 有 divy 一 六 oe F(a) mae f(a) Tm) 
k=. 


现在 便 得 到 

EAI- RP fE, MYO, MR), BAR ICR 

(42), Ri Pech", Ro) 
suppor ELS OLUET 
Wi | bof) ode- RRB 少 的 常数 . 

HERA dy, pa PEER Re, Oya, M 
supp PCI, 并 有 | we dy—0. 应 用 引 理 4.4 Au, Rr" 一 名和 
A sappi, Um 

divu=pof(a) JE), 


FRE f bof) -Je(@)de -| div ww)ds=0 


Il. +a pg) 
联合 定理 4.1 与 引 理 4.2, 我 们 知道 , 当 FECCa, R") 
NEO, RA, FA veh 4) UfM, 


dog(f, GD 一 人 befo) Tode, (44) 


Feb FR HE 4.2) OE TE A, IRB (4. 4) RP BU} 
中 不 显 售 点 p。 WYN p ARIRE H XIE supp PCT, 7 BR 
Lt py BE HRI TCR" £000). 联合 $8 中 的 Sard 定 
S, EMME MO) EAR, KR, MRR ARS 
f Wof) -Sie)de 作为 deg《f, O, p) 的 定义 ， 那 么 就 不 必要 求 
PEFC), 因为 这 积分 对 一 切 pi COQ) MATTEL, HH k 
CENE p) ER, XBA R EEA RLD), Bi 
| .wege)vyr(z)as kR EEA deg WE, AR 
PfC9Q) 本 以 去 掉 . o o 


#2 准备 知识 (2 - 章 


IIL. 扩充 到 一 切 连 续 映 射 
先 证 ， | 
54.5 if, [0,1] -—> R" RE VIEL, 11, $C， 
Her, a), Mirpo x (0, 1]), 如 
depi, H, R, pm =FR MAT i 的 常数 ， 
证 明 HW (20x i0, IDERE, HUA pA PGA 
AT TGR TN Geax [0 11) -0 BAR 4. DRM y, HI 


deg(h(+, 1), 2, P=] Wogle, DF can (ade, 

右 陈 既是 了 的 整 什 的, EESE AY PR ee, Py L N BB A W A A, 

mL Ge. S HW deg (ft, 2, p) Lhe LAKRMT fho, 
2 及 p， 换 和 多 话说 , ase fh, f BRE p ISRN pO EW OC? 
连续 扩张 , 则 | 

deg( f, Q, p)=deg( fa, 2, p). 

现在 利用 Weierstrass ISITE, CO, RO 在 CO, RB) tp 
Jee BEN, BRR ES deg FARE BERK BT, 

i fEC WO, R"), pfen), FE 


e=int/ f(#) — p| >0 (4.5) 
我 们 来 证 明 ，Yg ECO, RY, RE 
1g— Flean <4, (4.6) 


deg(g, 2, PRAE, 并且 都 相等 ， 

FEE, (D pga), XB.) (4.6) 与 三 角形 不 等 式 
的 结果 . | 

(2) TF 91, ga BBA (4.6), BD 

lo —fLlemay <2, j=1, 2, 
HJ Wee LO, 1J, 
和 十 (1 —#) fa ~~ EL cdrom <é, 

MN ng pale [0, 11), Hip pCa, tjm igir) -t -t gale), 应 
FAST SE 4.5， 我 们 知道 ， 


§ 4} Sh OBE 43 


deg(g:, 2, p)=deg{ge, 2, p). 
MERTE T EAA Brouwer FF, 
Ey 4.1(Brouwer E #fEC(Q, R, p¢ f(a), mM 

deg(f, 2, p) =deg(y, 2; p), 
Hep ge 0700, R), 满足 | 
: lg- flen <dist(p, F(e2)), 
Brouwer E Ree EA. 


4.2 Brouwer 度 的 基本 性 质 与 计算 
Brouwer 度 有 下 列 基 本 性 质 : 
I. WRB Be: Ox [0, >, PEG OLX [0, 11); 
则 deg (P(-, i); 0, B= BR, 
证 明 i s—dist(p, p(20 x [0, 1}})(>0), h Weiersiraas 
ue, Adc (Nx (0, 1}, R°), 使 得 
lp- Pl c@xo.n< 8, 
WEY 4.1, 以 及 引 理 4.5 立 得 
deg(p(-, #), Q, p)—deg(P(-, 1), 2, p) = ER. 
Il. 平移 不 变性 
deg(f, Q, p) =deg(f—p, Q, 6). 
eH fco, PYAR PEA, 
deg (f, £2, p)= ok (oem T) 


sgn J t Co) 


S tte 
=xdeg(f—p, 2, #}, 
SARA p AAI E MER 般 结论 . 
推论 .1 Bp, 9g ER"fC89) 的 同一 连通 分 支 , 则 
deg(f; 2, p =deg(f, Q, qg). ` 
证 明 a ee eer, [0,1] RAA), 使 得 0)- =p, 
r=, Mm 


aro ee a... iaraa a h r ihia e a . 
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deg(f, 2, wp) =degif- ri), 2, 6) (TF) 
=d f-ri), &, 8) (I) 
= degel Ë, 2, q). (IT) 


Til. Ean Be, Qc ce ate Fe me A AR, 

ŇA A, PEE (AU Q); M 
dee (f, 2, p) —=dog(Ë, Q, p)-+deglf, 22, p). 

HEBR it e--dist(p, FCO (URDD (>, Beco, 
BG a. ig fha<ce/2, Metg(4) BA lp—gql<e/2, W 
dist(g, a (Q, U Q.))) > 0, {E 

deg(g, 8, 9)— X sen Ja) 


= oot send fe) 


eer uan meg is rity 
~deg(g, 21, 9) tdeg(g, Ra, q). 
另 一 方面 ， deg (f, 2, p) =deg(g, &, q), 
deg (f, 2, p)=dog(g, Q, 9), d=1, 2. 
DAH veel 1) 0Q,U 8B, CO\ (2, O,), Vie (0, IBA, 
aif (æ) +(1—tg(#) —tp— (l—-#)g. 
Hig 4.2 deg(f, Ø, p)=0. 
证 明 «deg (f, Ø, p) =2deg(f, Ø, p), 
推论 和 .8 切除 件 ) EKOO, B, HA pels) UIE), 
N deg (f, 2, p) =deg (f, AEK, p), 
证 明 SAAK, 2,— 6, MOVWG,U8)-0QUK, Å 
FEV AY ME 及 推论 4.2, 
推论 2.4(Kroneccker EEH Bogion, H deli, 2, 
p) 基态， 网 EC p. 
证 明 ERR pE’) hE 4.3, 
dee (f, O, ù =deg (f, AB, p)—=0, 
aie a SATA E =p BREE, 
IV. OG 


f4) ti oth Be “2 


HR BLD Pee 
事实 上 ,有 更 一 般 的 
”命题 4 设 工 基 一 个 nxn 实 系数 阵 ” CCQ, n 
«deg (i, Q, A} (—-1)4, 
其 中 B= Bes, BD BBE ASAE A, 的 代数 重 数 , 即 
两 一 dim S ker(aA,J — n. Co 
| 证 明 Waa, rity An yD A AEA, 由 定义 ， E 
a deg (B, Q, 9) =sen det frm sgn FY Ay, 
由 于 复 根 成 对 出 现 , 以 及 正本 征 值 对 sen ERR. A 
OO ga isg Tay I (= (— De 
it 4.2 基本 性 质 I~IV MERT Brouwer RE, 一切 其 


EEA ea a. 
命题 和 .2 RECCO, RY), OCR” Ba AA Be gp 
BET (@Q), t=1,2; 0 Ey 
m deg (f, x fa, 2, Qo, (91, Pa)) 


=deg (hi, O, p)deg Es, Qa, pad. 
WE EŻ, Piit RECO, n"), pfd), 2, 是 了 
RG RAS, 
deg (fi xfs, 21x29, (Pi, Pa}) 
= 之 | send xt, (ee, Y 


fi) Ey! to) ey ene? 


= 之 | sgn LACS SE} Ttk Ys) i 


cee AE Lt 0h EE a? 


一 YY) sen Jala) > sgn EAC) 


+ EOD EK tp | 
z deg fs, Ds, pi) deg(£,, Qa, Pa). : 
有 一 类 映射 它 的 Brouwer 度 比较 容易 计算 : BAC HE 
Bn RSPR A ATR, HF: AE 是 一 个 解析 里 射 ， 即 


rr 
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F=(Fi ++, Fa), 
其 中 每 个 分 景 A A A LAR A AA, Yee (a, o 
a) CA, RCE 
Aaf ;2)=0, j, k=l, en, (4.7) 
> Siig 2G Ce 可 big 2-24 iy, v, yE R" Me AR 
FW, z(e, y), MC Bay Rr”, Oy ARRAY PAR. 
eee, JEP BR Putte, vu, vCR, UR Fem, ORC AR 
KOR Agee BbeC*, 4g FAA), A pf bie R" 中 
HS, Se pd feo), TERTA E, 区 坡 A, 
Roe”, AURE, 2, p) fy Brouwer Ke MERE: 
deg if’, A, b) doef, 9, p), 
APE iy RO Poa SB A ORR EL ak h (4.7) PY 
Cauchy—-Riemann Fy Al ze W). 
Oy, UpHOy Us, 
: j, &=1, 2, ++, n, (4.8) 
OU; ay, 
SiR 4.6 de[i Cp) | —2°" dot |a,2'(4) |", 
证 明 直接 计算 


Cp U ay | Oty | Oya | 
dot | ep) | | | nts | a ns 
B40; | Ayre) | Ody leat. 

zA Mam LO Mi O Uy 

_ a CO, Us _ 10,04) Gals 

C,f 1 OL 
一 Dan | 一 | | = 29 det! OF |? 
0 Wa 


Hit 42.5 dec(F, A, Sd, HH 
deg (F, A, 6) >0ebE F(A). 
证 明 i b J&F TEER, eM RS 4.6, deg iF, 
A, b0, PABI, iB Pa. BTA, E 
Kronecker 存在 性 GE “=”, BE mE Fb), HEIRS F(z) 
= F(z) +8 (2—2), 8>0 Sill det a.) (so) 一 2 十 总 可 以 适当 选 


§ dy i; i E 47 
璋 小 的 8 使 得 dala Foca #0, TEE) 在 Bo, OA 
1 一 1 (6>0). FFA 
deg (#, A, b)=deg(#',, A, b) 
—deg(F,, Blz, 8), b) 
+deg(F,, Ai Bld, 5), b) 
2140-120. 
$4.3 5E 4.6 表示 解析 晓 射 是 保定 向 的 . 
作为 一 个 例子 ， 我 们 来 求 下 列 映射 的 度 ， 天 :gz 一 《Pa Ht, Za) 
Eo Cet, u D HHA, +e ESE PAE RY, 
ARLI RICA, 4 是 一 个 有 界 开 集 , M 
deg(F, A, -=l Aj 


证 明 由 切除 性 , Se> 0, 使 得 
deg (fF, A, 6) =de (fF, Dg, 0), 

其 中 Dr 一 Dx…xX 卫 ,, Hi Doe CO 中 半径 为 6 的 以 9 为 中 心 的 
nK 

lat, PHAR 4.2, 
deg (PF, DE, -Ji deg(z™, Da 8). 

FRAY Apa OE SEH, | 
dege”, D,, @) = deg(z”, De (三 ) )， 


mere (EJ 恰 有 为 个 根 、 由 度 的 定义 及 推论 4.5 得 到 
deg (2™, De 0) =%, 
最 后 ， 我 们 再 介绍 Brouwer 度 芍 男 一 个 重要 性 质 一 一 Leray 
RRA, : | 
V. Leray 乘 积 公式 wf, O= Fr, MEM 是 包含 SO) 
的 一 个 开 集 .车 
4—M\f(00) =Ù] 4,, 


其 中 出 是 二 的 连通 分 量 ,而 9， WES R pe go OD UcCeM) 


4 准 省 知识 [第 一 章 
sy i 
deg(g°f, O2, p) =D deg (g, ds, pdeg(f, Q, A). 


FERRARA, UF, CG) deg《f, 9, A) 的 意义 ， 
(2) ARMS CE 
(1) Eş 4.1, Va; qa A, 都 有 deg(f, 2, g1) =deg(F, 
Q, 7); AMR RRT 出 ， 而 与 其 体 的 点 无 关 ， 因 此 记 
| deg(f, Q, Ay) & deg(f, 2, g), VgE t, | 
(2) AMN AAS S ABABA 40. 事实 二 ， 因为 g*(®) 


ERE, 并 且 gp) N (@M ULEQ)) = =0, Biel a=) 4 Be T 


g~). HAN 4=6 4t4¥7, FRBSZAARAT 4, Rat og". 
证 明 1° SER FEO), yeO"(M), Bek gof 的 正则 
i., 有 Sla) =e pf f(x) )- F(a), HIERE y= ECs), 也 是 f 的 
正则 值 , 其 中 zE (gf) Kp), 此 外 , p Rt g: MOE) Re 的 
EW Fat, | 
deg(gof, Q, p) 
se pag oo Sgn J gat oy) 


Ta ae iep sgn J ol fC;) ) “fon F (as) 

=. > Sv PEREDA > sgn. REND 
ado ene yer Mt) 

= `” = sen J (ap) “eg f, 2, Yel, 


. vee 所 站 至 it} 
再 把 属于 周一 4, 09 v WE, 因为 
deg(f, Q, pı) —deg(f, A, 4), 
所 以 上 式 又 等 于 
2 3 send ly )dog, 2, d) 


. d tee Did . 

o -5 deg(g, 4;, p)deg(f, 2, 4). 
2° 对 渡 到 一 般 徇 fEOCD), geo). 现在 麻烦 的 地 方 是 
ALBA? 都 随 夺 的 变化 而 变化 ， 在 到 O(N, BRR 
服 这 一 困难 ， 令 0, = {yE M|deg GE, 2, y) =k}, M : 


it 


> a SRS 
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O,= U{4;|deg@, 2, 4) =k}, k=0, +1, +2, e 
设 a=<dist(y7*(p), £(8Q)) C0), 
取 主 E G7( 百 ) 使 得 
| jf- fi DLS 
从 而 j 
pt g(OM) U ge EAA) (4.9) 
4 O.={yE M |deg , 2, y) =k}, 
再 取 g ECM) | 
Ne glean <dist(p, gM) U gf @Q)), 
A eo, —f(62) Ue, ie 
19 —gloan<dist( p, gP), 
FEH pt), HG 
deg (g, Ër, p)=deg(G, Oy, P. (4.10) 
Rit oP NGAI (NG, RE VEP) OG, 
deg(f, 2, y)=k, 因此 deg, 2, y) =k>y Er (DONG. * 
hte YyE9 UP) NG. yEg AN Ae Tied UBT, 
deg(y, Cr, p)=degly, Ox iG), p) =degly, &, p) (4.11) 
HE -& (4.10) 6 (4.11) i 
deg(g, Pu, p)=dex(G, Gr, P). (4.12) 
于 是 我 们 有 
deg (gof, Q, p) 
=deg (Gof, Q, p) ( 同 伦 不 变 ) 
Sdeg(d, A, p)deg(Ê, 2, Oe: 《1°) 
—Shdeg(y, Co p) (让 (4.12) 及 定义 ) 
-E delg, Ce pdegif, 2, A) 


=> dkg, A;, pdeg tt, Q2, d). 
d 


4.3 Leray-Schatder 2 
LA yop BT He a E R RS Ee AE Ta] Ey r eA 
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自然 要 想 把 Brouwer 度 推广 到 一 般 的 Banach 空间 ZEA, R 
而 这 种 推广 不 可 能 对 性 意 连 续 映 市 者 适用， 这 是 因为 如 果 这 种 度 
区 域 
可 加 性 与 规范 性 , 那么 下 述 Brouwer PREM RABE 
的 推论 ， 

:定理 和 .2 BE Baneoh ZA 2 中 的 单位 开 球 . 又 设 对 
tp tE (0, 1] UR OF f,(OB), deg(f,, B, DAEX W 
BM RE KRAMER RE. WHA ec B iE 

Ola) =a, 

证 明 ”考察 天 一 记 一 地, i€ [0, 1], 由 假设 必 有 . 0E OBY. 

由 同 伦 不 变性 ， 
deg( fi, B, 0) =deg(id, B, 9) 一 1 (规范 性 ) 
MTE JECO) N BAO IAT TERT), HA sE 了 使 下 (一 省 

推论 各 . ë(Brouwer) ， Eg, De > 了 连续, 其 中 ne 中 
的 单位 球 ; 则 六 有 不 动 点 2E 了 ,$$(w) <2, 

然而 对 于 co 维 的 Banach 室 间 ， 定 理 4.2 TRS ANGE AE 意 
AER Sh O 


例 pe = (es, a, 5, €u o) lela Bet<ook, 设 

4 arCVIT IST eu tn), WIS. BBA ote B L 
IRATA. 

AAEN ECB, (5) 一 那么 方面 ,应 有 | 下 一 二 男方 

Bi, 1-0, eT 0, +, Fem 0, WFO, 这 是 一 个 


iB. 


定义 4.2 设 ace, 无 ,有 四 一 人 连续， 称 其 为 紧 的 ， 是 指 它 
ph ff FR AR ER, 
利 以 前 一 样 , UTERO EZ PAAR. 


引 理 4.? BK, BOT BRAT, M Ye>0, SRT 


有 穷 维 子 空间 EO 的 连续 算 子 K. 使 得 
[K(z)—K.@)|<s VEN, 


— 
EE "a 


ic id = 
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证 明 ”因为 K(O)TURAAS>R By, ORAR. 4 
(oe) = (e— je yle Ha, =A 4 ASO, -O4 AKO, 再 令 
pla) = PRO i=l, 2, mm. UR 

2p (2) 
K,(2) -> pK (a) eH, 
则 区 ,2) Capan {y1, ++, Yng FFE 


|K@)-K.@1<D mE @)IK@)—al 


<3 p(K(@)) =e, 


引 理 &.@ UK.O-F BEM, f-id~K, Sca E — 
TE Wf S) BAR. 

证 明 Ow CS, f(a, r W Kay, Say" 
wA r, WES, RK £4 Ko =o", Mite) =2, Wee 
£8). 

再 回 过 米 看 Brouwer 度 的 一 个 性 质 . 

G44 BOCK 是 一 个 有 界 AR, RER", i ROR, 
g= (E <1, Ga E= (Oy, +, Om, O, ORENA. RR 
万 ,和 一 RR* 连续 , faid- K, pER" HR. PEFEA) W 

deg (f, 2, p) =deg (El pane, RNO, p). 

证 明 He e=dist(p, [(@Q))(>0). w ÉCO, En) 满足 

IK -—Kiom<e/2, &G=-id—-K, 则 
ia o£ _ 28 į, j=], =, m 
Jy) | On; ar ) Pe 

0 id 


LAY gl enna Rm" 仆人 一 Rm, 所 以 由 Sard 定理 , 它 的 临界 值 集 是 
m 维 替 测 集 , A CCR” 是 它 的 正则 值 , WE lp—ai<e/2, 2A 
还 有 G¢g(C2). THA, 


太一 二 十 于， 
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deg(£,.2, 8) 一 deg(g, 2, 和 (HERE) 
= D , SB "AECA 


Fag gr) j 


= E syndy! analy (97g) CR ND) 


P: Col, gta 
=deg(g| gna, RN 2, g) 
=deg (fl amad, R°NQ, p) CHEA), 
现在 对 于 f=id—-K, Bp KBR Be EINE. 
定 兴 生 .38 GS B—+> Banach Bie], f—id—K, 其 中 K, 
D> 2 是 紧 的 , PETER). BK | 
deg (f, Q, p)—deg(h,, 2N E., p), 
其 中 sE (0, dist(p, E(30))), fy-id—K,, Ke mA RE H 
ATE E, 的 连续 算 子 , 适合 ，pPE 如 以 及 
WR Ke | ee veco, 
W OR 0h AAH E SS PE, | 
1° 首先 按 引 理 4.8, dist(p, f(809)) >0, EE IJE E 7, 仔 
在 着 这 样 的 下 ,与 E., 
2” 其 次 下 证 ， 所 有 这 些 f, HAR deg fe, ONE, pa 
有 定义 并 且 是 和 等 的 . 
dist(p, f,(82 NED) edist(p, £(82)) ~e>0> HEM. 
icf... E) (ha, By) 是 任意 PE WEE RE ABE BE 的 上 映射 与 
有 穷 维 子 空间 , 令 B-spants.,, Ea), f,-id-K., Wop RR 
命题 4.4 小 的 方式 把 下 ,浸没 到 空间 Bb, 6-0, 1， 于 是 有 
0 deih, ED, p= deg lÊ., END, p), =O, 1, 
FE dh, Ce) =1f, (a) +h -HÊ (2), Vie (0, 1], & H Brouwer 
度 的 网 伦 个 AR FE 还 有 
‘dcogltf,, BN 2, P= dog(f,,, ENO, p). 
aE TT 
degi fu, Ha NO, p) — deg fh, FAN, p), 
A Brouwer Jẹ KISEAS tka tE, -eray-Behauder RF A F 
列 基 本 性 质 : | 


gi Wob g Bo 


Tee EH) BK, Ox 0, I> £ Bod GdI-K) (60 
“x10, 1])}, WdegGd-K Gs, H, 0, p= HE. 

IERTE degéd—-K, Q, p)=deg(lid— K -—p, O, 
0), 

IIT( 区 域 可 加 性 ) E, WoO, Nap, p ¢ lid- KE) 
(9\ (0,U @2)); 出 

deg id- kK, Q, p) 
=deg(id—K, £41, p)+deg(td—K, Qi, p). 
| | "H pe Q, 


1, 
IV (规范 性 ) deg(id, 2, p) -| ~ 
0 “pil, 


同样 地 ， 由 这 些 基本 性 质 导 出 的 其 它 命题 (推论 imd. ie 
者 成立, 因为 证 明 方法 是 标准 的 ， 都 是 通过 e - 通 近 的 办 法 化 到 训 
究 维 空间 ,再 雇用 Brouwer RE PME PE, D EREA T., 

最 后 有 有 

命题 4.1 BK ATR RAT LEK HRK}, 
OEA, Hj deg Gid-K, Q, #=(—1)*, 其中 一 2 mi 


Ag JE 


B= dim C ker (A;f —K)*, 
k=l 


证 明 ph Riesz-Schauder HHE, o(KO pr OS AAAI. ia 
EAA- RIER, HAIEN ASL 所 张 成 的 有 穷 维 
THH, WEAH HR. 2 B.C Ea Ma, m 是 K EREE 
Aj, E B, bit K |= Ka W VIC WO, 1), (Kouta, Vee TEA 
0. hije TEHES IRR EG, Hem O 使 得 

deg (id— K, 2, 9) 
=deg (id K, Be C) 
=deglid- (KGHK a), B., 0) HESE) 
=deglid- K, Ba O= 6o Ls. CR 4.1), 
作为 定理 4.2 HGRA 
Hee 4.7 (Schauder) W K, Boo BH, E,W K E BWA 
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$5 Co6oxeB 空间 及 偏 微分 算 子 


§.1 Cosones 空间 
BOCK Et AL bids 


== beny Om 
B= Op. Ga, Eo Oat ? 


其 中 a= (ar, +, Oa), [a| may ts tery, 
2 DERLERT QW OM BRS, FASO) Bw 
R DS) LAE SER ERS eR, BY pee 2 A. 
mh—PEBR, id 
On" (9) = {u, O> | O*u(a) EO ER, Jalan), MERAH 
[ulm Si sup ue), 


称 C™ (2) hy rn ak i oe TH HAMS LH, 
Mik O<y<l, ic 
CO" 7( 2) = {ucor(@)| s sup ae aw < +00, |a| ~m}, 


E — duly) | 


e— y|” 


规定 模 为 [e]n pA eae 


称 Om 1D) m-+y 2k Holder 连续 iy BS il, 
prl, m>0 B—-BH. 记 
WCQ) = {uc P(O) uE TPO), |a|<m}, 
xB uu ba 阶 广义 导数 ， 规 定 模 ， 
hls—{ DB lore! Brant? 
称 WECO) 为 Co60zeB 空间 ， 
Apiw. OP(O), OD) 以 及 WiC) BE Banach 空 
间 ， 特 别 地 , Spelt, WE) AAR 
(u, Ome= E | Mula) aedis, 
从 而 还 是 Hilbert 空间 ， 有 时 记 WIC) A H"). 


$5] Coon ES RR AT 55 


KJERRE: 2(D CWO), E B(Q) E WLC) h hgt 
fa W2(Q). 4 p=2 时, 记 作 HEO, 

Qi QR" 时 , WA 

性 质 5.1 ZEW 中 是 再 密 的 , 即 WER) = We Re). 

当 OER, ERN, 人 (CQ) 不 在 We (O) BE, 但 却 有 

ERS? (WENO (DE PAD HEB MN, 

(参看 Adams [Ad 1 § 8.16]), 

当 o=, KEAR S.I, W"(O) 的 许多 性 质 往往 可 以 
化 到 PCR) 函数 去 研究 , 为 考察 一 般 的 区 域 , 引入 

定义 .I 设 记 是 一 个 正 整数 ， OCR 是 一 个 开 集 , MERE 
WE HAG, JL. Vorl, AREER T, WED Wi(R")， 
使 得 

Tuloe-u Yue Wi(Q), 

例 1 Q=R={(e1, e, te) CR ae OLE: k WE, 其 

中 廊 是 任意 正 整数 ， 事 实 上 , 延 拓 算 子 构造 如 下 ， 


wu (a) “4 a, 0, 
POA Eo, ret, gis -= 9&q) M4 Pa =O, 
J=] 
其 中 系数 Ads “ es Ne HF FER PEC EA 
S (=A= i=, i, mts f 
jml 


的 唯一 解 ， 不 难 验 证 ， Vec RY, 


` |F | WER.) << My, yl 2 FER) 


其 中 My, ERR. 

W2 车 只 是 有 界 开 区 域 , BARC ARNAU WO 是 
k aJ SESH. 

证 明 参 看 Adams[ Adl 定理 4.26], 

i fer Rye BG E. M. Stein (Stl, p. 189], 

Co6oren 空间 也 可 以 扩充 到 负 指 慰 , om SO, Lapad 十 ce K 
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WLO) p a AQ) 1z 一 > Pga, gE), 
Fa se 


feel w- = sap 2h 《一 e | 
A EE 
As PE Re BE HW: ong) di Ee Heanach 空间 ， 并 十 者 
CHACIE WO) Micpo, mind 


1 
It "L J F] it, ==]. 
EE Ys oR A (22 1A, 而 > p 


= TR] we 与 Wr” FER Se RAT: 
<u, D= > | Jalou (ede, 


eae | ered 


of me Oa; (a ales, 


vue WE" (OY, EWO), 


5.2 RAEE 

TAEA- 4) T, HEN —- AARAA VRS 
Wy eR BT BPE, SR ee BE SE ee AFK Ay AA 
tE, 

E AAAS ERE SD 7 E E PR A BE 

25.1 设 pa EPRA, j=l, e, n, H 中 aya 
Ej, ty Balg Al 


(My, 1, # 


a 


f Eie | raefi(| loa da) A) 
证 上 明 ”用 数学 及 纳 法 ， 当 n=2 时 ,等 式 
a lp (ors) fpa (m) dary dm=| | 93 (æa) | daz fips ra) | dss, 


SAAR BEE, | 
设 此 傅 题 对 eb ERE, WY neki 证 OD), AR 
上 上 ， 


§ 5] Coton iLE oR 


bat 1 
(TE [ps Ge) [Faas dates 
a a gree 


of 


四 下 ， T “y ， I 
== | in Ii PACH | © dan es | Pera Cen) | E chan pa 


站 一 


(1. [les |? darsa) Tae | | 
Rt J . 


ff 


i 
E 
AC nalk deta F. 
再 用 Halder 不 等 式 ， 
k 1 
FTL lp) LF dzen 
R! j=l 


sil (i. CACH | dips) 。 
代入 (5.2), 于 是 (5.2) 的 左边 小 于 或 等 


天 一 了 
A 


ibe j=1 (f pla) Jawa) deky H 
x tN. | ees Pera) | Aes i 


1 
-Ii ({, ioe) lde) 
R 
引 理 5 TE uC WA CR"), 
1° R pwn, O<p<l——, Wy eG OO CRM), H. 
ttt goon Ct Viel ney ones Suppt. 
l i 1 , 
oF wg 1 1 4 | r Fam 
z Ke pR, — P n’ MW we LT BE 
jular OTe 
证 明 Lo Vee ACR), ure JFR: 


nEn = — | “at for ton ah, 


—. m m r re 一 ot 


1 


1 
ee $ l T 
<[] (| l | gas (5) | de’; ) ‘| i | pga Eeri [detsa | 
i i SRE Re ' 
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其 中 OER, feof =1, 对 一 切 方 向 名 求 平均 得 
u(r) = -2 fer ay (pest ta) 


=L ( Vuly)-o 
a | eS 六 一 Tæe-y T dy, 


其 中 con 是 Re 中 单位 球面 的 面积 从 而 有 
Juda) |< | LEN ay 


出 y |" 


< ethene)” Siora) 
i 
<O(euppu)(||Vucy) edy}, 
并 且 Yr, yER, B o= |s-yl<i, W 
i299, ven, g) 
Es 1 9 
“(2) -ze 十 | p thet ite—a))dt, 


PD iu(a) — -u| <o | | Vuor+-#(2~a)) | de. 
因此 有 常数 OC, 与 0, 使 得 ， 


[uCe) on (2) hep u(z)dz | 


Yh Gi _ 
ppn ($) | agp “OTO 


人 i 
<——* dz} |Vu(e+i(z—«#)) |dé 
frea | 


gt 


<n, 人 | |Vu(z) ldz 
< {I Vet) rac) f voe, to) F od 


<0, (fiva 中 


§ 3] Cobones 2 [él RAB As 63 
HEH y 也 有 


o-ze 1， u(z)dz | 


<o? (| | te | 小 


1 


ma lu-u) <20- F (fivul?) . 
这 就 证 明了 2%EO 
现在 来 证 结论 2° 
(a) point (7 一 一 = ), 因 为 
uta) =- 全 <<. uly, wdy = -f ne uy, © )dy, 
所 以 ju(a |< [7 A uy, iv 
neS BE, [ee mr v eee ja) 


从 而 应 用 引 理 5.1 得 


此 一 二 


oo { fi (|. | is ulw, °°, Uy vty Bn) jy)” a] M 


<1 ji i= 9 u(a)|de)" 


F Bee; 
< 到 1Yul EIRP) 。 
(by point, > 
v= jul OO, 
则 Wik, H 
vom (1- 二 Jrlu| G-A) oonu. Var, 
利用 情况 Ca) 得 


. 1 
oslo lv ee, 


的 HE fe At yl [党 -= 说 


好 得 (R(T Jet] p=) 
7 | ze py | Vee ll ne. 


EMS IRAE ROC R-PARMAA tHE 
7 AUST ROR, E lap, < eco， leme 都 是 整数 ,reEt0, 1M 


(1) 当 当 二 < Aim pj, W ,CQ) WC) HIE A Wi SE 


连续 的 , WIE <BR <, DSR SERENE E H, 
(2) 当 < a, WEO OP (TREE, 


<HA, CERK H. 

证 明 1° HERR O iE, RET ZOTE 
ARE HID, TRAR 上 去 讨论 ， 这 是 因为 

| wl wea Cay | Tu | FHRA 
| KOneny|Pulwies CARER” 上 已 建交 了 ) 
SO nr tll weer . a 
2° ÆR E, 应 用 引 理 5.2, oF LUGE, 六 得 水 定理 中 一 
切 连续 嵌入 结论 . | 

3° (2) p<, RA MAR ETE HIF ORARE, 
Hi OF CQ) 中 的 有 界 集 是 OOH AYR E, Mrara (Arzela 
Ascoli), 

a RE, 内需 证 ， 当 iiim, WKO > 
L(Q) RABE H, RET. LEN ORHANS ER, 所 以 有 
TWO WYRM BEER, 满足 Tulou, Bee GR), y 
BEAM BA, elo=1, disi(supp,, 3B) 320, & 

T: ue p Tu, .~ 
WW) Lp, WOWERN, 
我 们 先 对 ?= 的 特 纵 情形 证 明 W102) -> CQ) MRA 


a5] Cos Sr Ee HR oy BE 61 
的 . 

B A AWAD BAAR, WY TADS WEB) MARR, 
而 县 有 公共 的 紧 支 集 ， 令 l 


ule) =e f o (EE )ugiy Vue TA), 6.8) 
其 中 0<e<8, TE PEC), pla) 0% ‘vw SL, | p) dr =1. 
WT (A). WEG DAE RW A u ARRIR r 
(1) Ú TAa E ACB) fe T AE RAE TCA), 
这 是 因为 
人 utw -eolaz 
<Í P pla) lule) —u(a-- ex) |dede 


<f ec i “AL y whe to) [dt ds der, oo 一 


Se Í, Vu dae Vol (B lui tan. (5.4) 
(2) 了 ps # JE L (E) 于 WAN IE RBS (Ver 0). 
这 是 因为 


i Wel) <| p (2) |ula—ex) | de<sup |p| julm | 


EOE \ Volz) | lu(a~ ez) |de<sup|Vp| lulz, 


所 以 全 ,C4)s 是 CAB) 的 一 个 有 界 、 等 度 连 续 子 集 . H Arzela- 

Ascoli 定理 ,Tot4); 在 OB PRR, AE DCB) ER, 
注意 到 T wlo=@lulg=u, 

pls P(A) E(B) PERAS T AE KOPER, 


最 后 ， SHER WEL > -L mga 
[ 1-2 B 1 
和 (人 一元) 
= lag | Fi (C | | ne) 1 六 | (5:5) 
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联合 不 等 式 (5.4) 与 (5.5), ME Ù) (T, (AD), 在 L (B) 中 可 以 


ERNE T, A); AMT CAE LS) PER S A E Lp 
WR. 
THD. 2(Poinoare 不等式 ) E we W! (2), Ht 2 ARB, 


pit 
(| upa coa (f, vuta}. 
证 明 HR UE HCO), FE O Shiha u=0, M 
ZOT = 
应 用 Holder 不 等 式 得 
(| (| lw) rae) <oco) 人 | = aa)", 


其 中 ODKBT A 的 直径 . 
推论 5.1 对 于 有 界 的 Q, 若 wE 卫 39)， 则 有 常数 (9， m) 


使 得 


ule, Ba, "ts By) dé, 
1 


f 
julep saa, m) =, | O(a) azj . 
ETM O.3(Gapliardo-Nirenberg 不 等 式 ) Ri<cp<n, 2% 
t+- 可 延 拓 的 有 和 异 开 集 ， 而 %E Wind), M 


YrE ls, ners | 


HE nC L(2), H 
tee] rs Oa | tell Z| Vel te, 


其 中 On 2-H, it 
1 
raa C a 
证 明 HRA EM, ve LL, 其 中 
tot LL 
g Pp on 


条 由 Hilder 不 等 式 得 


P 


$ 5) Cofoszes 23 (5) Bia AT G3 


(falera) (f ulao) (f, ujea) ™ 


SO Vullgolul i 


5.3 JRA 
设 OCR" f, 2x Ri RI 是 一 个 Caratheodory RK, Hop UE 
指标 集 了 一 fa= (on, ++, ay) lo O Bea, d= 1, --+, n falc} 
“Pee aR 
lEs, Yo, +, Ym) | <0 (1+ 3) jni” ), 
其 中 口 是 一 个 常数 ， 而 ER™， Hb dhc {eel| lal =k} 
的 个 数 ， 
< Les, p< +o, (5.6) 


MARL, URRA EE, MGA Pie, FHT 
FOSE HA RERET, 

这 样 的 算 子 f, Pu), AR HER o WE [ajo 称 
Ay mn Be Bh AT. 

设 了 关于 变量 yo, +, Yn 还 是 连续 可 微 的 ， 并 且 这 些 个 导数 
关于 这 些 变 量 还 注 足 一 定 的 增 张 性 限制 那么 根 制 在 这 当空 间 
五 ?00 EZ 


TCs) -| f(a, ujde (5.7) 
是 F-W aH, PIER HER Frechet 导数 : 
Cd Cu), v= DL, Pula) )o*0(@) ar, 


其 中 是 了 关于 Ws HM ATFUASABHTAR, A 


以 m=i, p=2 为 例 . 
ft POcCR, F, Qx (RX xR”) HE Caratheodory 


条 件 , 对 a. G. tE, F(x, "JE ot 图 数 
|F (e, u, p) (<0) lul lp 


Bd- e ALP H rH 7 ar hr L 1 i- r a 


4 EE [第 一 间 


Fale, u, P) [<O ala) jul E po 
其 中 C>0 ERA, M aE), ba ELET (O); 
Ju)={ F(x, ule), Vule)) de 
fee L1*( 2)" EH c- ia, Ha 
KATU), =S S [Pn ule), Velada) 
>> F „æ, ula), Vule) ule) |as, 
Hop u= Qn, ie, t), 
EAA AHI Geteau# 导数 : 
dJ (u, v) = lim | SLR (eo, utto, Va ty) 
— Fw, u, Valds, 


AES APES, Shale. scn, 4 0<eie) <1, #i 
f (F(a, utir, Vu+iv¥e)--Fle, u, Va) ] 


=$ EB, (0, u) +8 (a)te(@), Vula) 
HE (a)i Vo Ce) ) væ) 
+% Fo (æ, ula) +€(wyie(2), Vula) 
+€ (a tVo(e) ðn]. 
AAS, H(Q)> LEYO), 以 及 Lebesgue 控制 定理 ,得 
alu, v= Sf Po, æ), Vaile) ola) 


+$ F, t, Vujê ws ; Jäs, 


为 了 验证 这 个 Gaieaux FAET RAEM, PERTE 
u io Flu) = (Fn, (m, u, Vu), Fp (x, u(x), Vu(a))).. 


eee FAT OY iE ee He a A Ss [Ba] [ute fan : ECO", B Riesz 
ERTARRATEIL, KE LO? xI", EO, 


EB, Cofores 5] SAA: H T 65 


GEIE YE 一 fe ty} ELFE (OJ x DACOM, Wee IEO)”, 都 站 
LÈ [wn tS tâo | dom (v, KE 


TE, dy lu, D) = (w, HF u) ). 
HRA GETH EA LI RRA SEER, BS) .多 连续 ,从 而 A 在 
HQ)” £3, I oe OAR, TH ae 
PO) (py = dF Cu, V), 
(6.7) ASE J YEE PEE BR 2m SHE 
Ale, Dua oe, (— 1) spif, Puy lal am, (5.8) 


称 4 SRE, m VE, 7OR", Ve COS 
之 (fele, č”, s) 一 fole, x, ne) CE) >0,, 6. 9) 


Va, = m 
[Yn 


HES = Sa, oo, £n), N= (ha, 1, Un), W Et REDS, 其 中 = 
(on ， r, n). 

.特别 地 ,, W uE O be MRE eR, EOC); 
则 : 


> Ap, (tt4:(0) Oy) bea) . l (5 10) 


yt 


CHE: h: “KER o 

J (tt) = | + ( S Gð UO, + elr) jde - €6,11) 
a: $. 1 

R E SA -e a TA ee 


6.4 流 形 上 的 Co6ones 空间 | 
HM — Pn RO A ME, Hae ie ONC) (或 
EY CM) WC PEER, Capat) EEA PAL 的 任意 一 个 
BIRR {Ueo polac A}, BB uoga 是 OF pe UD GR L Pa 
(Ua) I, Vad A, 
ARIE, eT we O* CM) GR TRUM), REE TAL 
by Bie, Ga |aE A}, Tj upr ROR My, Yoo A, WS 


"— r a - 中 Dt ln le ee ee SO St ee n a an 


66 H & FA [-—- 
KERK: PAi, Qa RPT A, Ty E OO 
的 O° MARE. WA 
uE Of (01) wor E CN 
HHE O: 的 任意 一 个 紧 子 集 OL, 
lelea 与 [uot | eanan SH, 
(BE RET) | | 
类 伏地 ， 我 们 可 以 定义 型 EM Codos 空间 WCM), 为 此 
我 们 要 知道 广义 微 高 在 微分 同 胚 下 的 锁链 法 则 ,注意 下 式 ， 设 
EP (Aa), PECOT), P; 一 Qa E O” WAE TY 
Cuor, Pom <u, desl Pp’ | (pop 7) >a. (5.12) 
于 是 有 锁链 法 则 : 


Bluo) = È Gah) (mow), Joye a, (5.18) 


HR (a) — Chile), e bale), Ai, 还 有 
Coo (pop). (uo) We eOwCQs). 
利用 等 式 司 .197 便 可 以 定义 流 形 MR AAR. HF 
uE P (Q) such E P(A), 
FF HBR BT Bhs) Dume uah © O's) FL ESE AY. 
于 是 导出 
ELD? B MEt REE. SHEN BA 
Ris, go) (aE A}, Be ta E€ DW (pea) HA: 
ter = Ua (Poa) 于 ga lala), Va, a € A; 
HK {ula E A} M EMT RRM, ME RR 
E 2M). 
肯 利 用 锁链 法 则 (5.13), 我 们 不 难 验 证 ; 
uE Ws) Sup E WCO), 
其 中 了 ER, ipso FA 
[ul wee 与 luot] waco 是 等 价 的 ， 


ZER 
定义 5.8 HMB ORi AME, vE? (D 称 为 是 


§ 的 = Ra RF ëT 
WADA, 是 指 对 于 M 的 尾 意 一 个 坐标 系 Ua, Pa) |@E A}, 
都 有 wuto EW pU), Va A, 这 里 1EZ, l<p<oo, 

由 定义 5.3 BARTRA: FE Oy OO BO EE 
E M, 则 一 切 结 论 也 都 成 立 ， 


$6 三 个 微分 算 子 


在 这 一 节 ， 我 们 介绍 三 个 线性 微分 算 子 ，Laplace WF 一 地 
一 维 流 算 子 2- a , UA Hamilton $f J 4, 它们 分 别 出 
现在 半 线 性 椭圆 边 值 问题 、 半 线性 波动 方程 周期 解 问题 ， 以 及 
Hamilton 组 的 周期 解 问题 之 中 .， 因为 这 些 问 题 将 经 常 作为 临界 
点 理论 应 用 的 例证 ， 所 以 弄 清 这 三 个 微分 算 子 的 基本 性 质 三 显得 
相当 重要 . | 


6.1 Laplace RT 
ROCRH-TtAFEBSRUAKHAA AER. RR 
(ay (a) ) G Lay Om —- BUR EME. 4E0"C0)， 记 工 为 下 列 微 
RT. ; 
Ium — D On (ase) 0,4) Haleu, 


PER, LAER DCL) CAG(Q), 

Laplace 算 子 一 4 就 是 它 的 一 个 例子 (连同 0 边 值 ). 

下 面 两 个 重要 的 不 等 式 分 别称 为 二 阶 椭圆 算 子 的 王 仿 计 和 与 
Hilder 估计 , EMBRAER ABBA. 

定 理 (Agmon, Donglise, Nirenberg @ 看 [ADNI]> vt 
L<pcoo, Luc W NWO): MARKO, Ca>0 RMF L 
Re, RRO, UR, 使 得 

[utp Ou | Lee zet Calti rs, 
ak, 24 kor(I)A {we W2NWi(Q) |Lu=0}=19} H, Cam, 
定理 (Bchauier $A [OT 1]) B<r<l, Rikucc* (2) 


8g ae ae GB lga 
满足 Ulo=0, 则 有 常数 O, O0, KPT D ARR, ERO, A 
Kr, 使 得 和 
aa 二 

Look, 4 ker(L) {uco (D) ]u]sa=0, Lu= 0} {6} 时， Ons 


g 

AAS PA Pe E, L WIN Ww! CO) P), Lepe, 
OFT] Gle), Or <1, € Predhdm 管子 ; 并 ie 
ker(L)—{O} BY, BHR ASE, L 1 还 是 EO O-(DY)E 
时 的 伞 和 连续 线性 算 - P, 

FFA Hi, 当 p=2 iy, b win Wao) 为 定义 战 的 线 狂 算 子 L 
ALE (SB [Ag 1). | | . ee 

| 站 a=0 Bt, L EX, Ai K= FE, 
下 列 关系 常常 过 到 ; TQ) ERKE 


je) 


we a <O (fiale) hi Io (Poincaré) 


toh O>- 0 是 一 个 常数 ( 实际 上 O=, JE A e ~ de 0 de 


下 的 第 一 本 征 值 )， Vu E902), seH KO). 

i Riess 表示 定理 , 存在 K CZ, ORAS 
| : furo (Ku, vy Yee H3(Q), 
AIDI K MER-A 因为 | 
. us p= |- ~ Ae y 


= | Vhs Va (Ku ; wn. 
oR b K fp N eo" JAAR ar SERS EM, Ha fs 


§ 6 三 个 微 公 算 学 66 
十 co， 其 中 入 一 -二 i=1, 2.…， 再 按 Rpetin-Py rman 定理 [Kre 1] 
Ha 


和 二 阶 粮 网 算 了 的 极 大 信 原 其， 各 十 音量 的 ， 状 且 对 应 着 一 个 开 
的 本 征 函 数 和 (oz0 


6.2 WAT [| =t Fe 
Q= f0, 2] x [0, æ] 
上 考察 波动 算 子 Ft- F e, (t, eE AERE 
O, uH > Pa iu, 
A E R, 
(DD) = {we CnC) ut, O=ult, wm) =O VEE TO, 2]}. 
Bh OB. 口 基 EP CQ) te a ed es Ba ee BEB 


=f wrw- f Auli, «ect, O 
—r#t, -JO ett, O 1 dt 
=| wi Yu, cE (D) 
MP FAG) 上 的 任 EJU w, H Fourier 24 ir ge an 


ww > p3 ee" sin ka, $Y) [Cp je, 
< ae 


为 方便 , Wi tend iR, Ted 
uto teat ER, 
显然 有 
Dw er {PP peas, 
战 面 口 育 一 个 自 伴 扩张 A; 
PA) = fu fea} | DR A+ PP) fox |? <ee} , 


BL RR CA) K ker(A), AA) 记 Im CA), 
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M (A) 一 fuo {on} len =O 当 [7] ek, 


By lene! + onsls<+o0), 
BA) = {ue {on} len 0% jj =k, ue LQ, 
从 而 ACA) ASE, Sh A AH 
O(A)—{h—Plk—1, 2-5; j=0, t1, £2, … 小， 
FEA ADS, AMET K = Ant, 
Dik 了 
Fae? 当 lji hk, 
0, z [j| =k, 
我 们 来 研究 线性 算 子 K 在 各 阅 数 空间 上 的 有 办 性 
引 理 6.1i R uc LQ}, w= 3 exe" gin ke; bl) 为 了 
& 45(Q) AB i 
pap > teal Cila [Et e +00, 
更 确切 地 ， luj- CBD leal? Cjl A] 
是 | layo 的 一 个 等 价 模 ， 
证 阴 注意 到 
Ont = 4 之 p> Cx. jo sin ka, 
Ou > 之 Cy, ke cos ka; 
所 以 由 Parseval EW, 
|, eu)? (Ba) = lem (j E), 
引 理 6.2 i fER(A)'=—ACA), W 
WEF lay] fa. 
证 明 i fep D fae sin ke, M fw 一 0 24 1j| 一 上 > 
u= Kim D Dune sin ke, 


Kurs ue 


则 有 
iin = £5, / Ck? — P), 


§ 6] 三 个 微分 算 子 | "1 


从 而 EE loo 1h) < OTE ta 


注意 到 
-| 十 GP [BY]? me pjg 
| £7? ar PESEN qi -Ey < = Eri k| zt, 
所 以 有 julas Ë; o 


推论 6.1 RECN), 由 
Ef Ele, #=-0, 1, 2, -= 


H, 
以 下 讨论 解 的 更 高 的 正则 性 , 先 刻 划 集 合 NDE, 
波 方程 Clu=0 

的 通 解 是 众所周知 的 ; 


bt, r) =p (i+w) tge), 
Ap p, 9 是 两 个 任意 函数 ， Hing t 
wd, 0) =p Ct, m) =O 


p(t) +g) =0, 
时 出 和 
q(t) = -~ ptt), 
PRES {cern —p(t—o), 


由 此 可 见 , pki 2 A HAA 
pt, 2) =plt+n) — p(t — w), 
又 关 为 相差 一 个 常数 不 会 影响 由 的 确定 ,所 以 不 妨 设 
人 (tat. 

为 了 明确 NOD Pp ase eo, 旨 可 以 几 一 个 一 ENDEX 
PORS, RIESE 

3] 理 8.3 Veo ll, œ], WJF 

Z pr, Hp Ee) P(t) 


是 Bansoh 空间 SpA {pC LO, 2n)i]” pa do, MALS 
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EOE {hE B7(Q) | == 0} fH AGAR EE EL BR. ， 
证 明 iE Z. pi> i-i, ARA, JF 2 ee, 
1 一 1 前， 设 由 一 Zp， 则 


i, Ple, ©) —bi+e, x) de 
-| [2p 8) - p(t-—2e) -plt +2) da 2arp(t), 
这 是 因为 [p(t 2a) de a 4 | n(s)ds-=0, 


KUR POE h PE- 2, r) pHo, #)) de, 


FE 的 ， aT BE OORT Ti =O, Se Ff Tat BE Se PES, 


i P | LA A E = | | LUH) 
Pro Zt RER FENO Qt IOPE, Z RTI 


wr ABN, E 
BANDEN LQ), | 
引 理 6. Veeli, œ], AT (Q me fercoys, a 
| f-p=0, Vw EERO), 6.1) 
i Ait FR A 


| [£(t—a, m)-f e, 2)|]de—0, Xa. o. 1E [0, 2x]. 
(6.2) 
证 明 36.3, AVES, 使 得 由 = 2Zp， 于 是 条 件 (6.1) 等 
iF 
| £G, o) [pt+2)—p(t—2)]déde=0, WpeSy, 
4 f A} è Hf 2a 周期 延 拓 时 , 由 Fabini 定理 及 Holder KS, 
|, [Eae #)—£G@+e, 2)]dx-p()di=0, VpE Ne, 


eS OTT 
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f Fd 


但 20m f EG- g, #)-Fit+e, 2)] -0 


所 以 e=0， 即 得 人 6.2). 反 过 来 , 由 (6.2) 推 (6.1) 蚌 显然 的 ， 
现在 我 们 来 作 和 了 K W Tiit. Meee RT SE 
， 控 推论 6.1, 4 PERCA NCQ), 有 u= mKEE OM"), 
ane . 
ane a), (i, HE, o 
(6.3) 
u(t, D =u, m)=0, EN B 
Maez EEE mA Lm ae, RAE EH (6.3) 的 "个 
解 w(t, æ). 事实 上 , BIERE A EBRE ASK, RANE 
wt dA fa Rope 
i Te AE, AT EE LA A PF 
ult, 0) =—wt, rw) =0, 
逢 添加 一 个 不 依 束 于 的 4 的 线性 两 数 ， 
talt, o)-k(e—a), 
Het k SER eR. WA 
| u(t, w) =u Ci, w) +a, w) „ool 
仍 满足 方程 由 ant, m) = Wat, 7) 0-H G, am) =O, Me 
就 有 a, aay, af f(s, past hr 0. | 
RAW SER) WE 
[F EG- y) -EC Wldy=o, 
所 以 下 WSLS Rt 无 美的 常数 ， 这 样 一 米 ，- 
itt, 2) = klea) ~ + F dy | s f(s, yds ` (6.5) 


就 是 满足 方程 (6 3) 2 AE OR. 
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PERT KR ot, ENO) 上 的 投影 因为 具有 限制 
在 中 ( 口 )+ 上 , 解 首 是 唯一 的 . 
HIE ua, DERD EHREAT Q: 
Qpe) BR P=id-Q. 
注意 到 e—PER(L))+ SH F 


{tbs, 人 一 w+ 2)]de 
-上 [es, y) Pte, edz, 
而 p-p- = F P-a, wv) plte, wylde, 
密 以 只 须 取 
p(t) =z F [Eae 由 一 站 (wo 的 dm (6.6) 


以 及 | 
ptt, 的 mpte) ~p e) (6.7) 
就 得 到 f= Qu, 
于 是 ， 
ut, m) =u (t, w)— db, w) m Pu, (8.8) 


MEJ EOG.) E R Un ae FE E AO BR, A BB SR 
(6.4535 (6. DRE, fi’ HERG6.OS6.DR, 

由 以 上 讨论 ; Se Di 

引 理 6.5 RERTQELOQENAARBAFT, lxps 


证 明 ”中 = 总 是 显然 的 而 
[Qul ro = [ell necq<2o |p rece sju] EF(Q)e 
引 理 6.6 EE=KP, WE 可 以 连续 地 扩张 为 羡 (Q) 到 
DOKE RERTER | | 
证 明 利用 公式 (6. 妈 ,直接 看 出 
[tlio Sİ flos 


| A [Qu a-< 2% | <2 El ace. 
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合 起 来 ， [EP = v—Qul-<3[ Ex, 

引 理 6.7 证 一 廊 卫 可 以 连续 地 扩张 为 R O KO 
1<9<co,， 的 连续 线性 算 子 . 

证 明 由 pna 的 定义 (6.8), 只 需 验 证 


fro |" ay| Es, Was 
E moo 的 连续 线性 算 子 就 够 了 ,事实 上 ， 
『 dy pre f(s, y) as—|" dy | f(s, yds 


+4¢—piaet de 
1 fetid 下 于 由 一 出 | 
<< | ay Í f(s, yds | 
Zz tyt 1 


i "$+ t a a 
| dy | f(s, y) ds 
Ht ig 


t+¥-2 


+ E dy U+e+sr f(s, y) ds 
ot de 


<O, del +A) Ë jf], (Hölder) 
这 就 是 所 要 证 的 . 
总 结 起 来 , 有 
定理 6.1 六 一 及 PP 可 以 连续 地 扩张 六 PQO? 全 (2), 
L<p<oo 的 连续 线性 算 子 ,从重 它 是 IOE 的 紧 线 性 算 
1,1 


Ay tai, 
T, p op 


+ 


6.3 Hamilton BF 

用 8 Emne {|E [0, 2x] }, ic P=R xR, 取 实 
Hilbert 空间 LS, V) 如 下 : EPON, V) EREE SS LE, 
RAFT PEC a Re ek, EA 积 为 


(2, wtf, > agtw dt, Vz, wC Vd, 
类 似 地 ,定义 Cobones 空间 H CS, V), 其 中 的 内 积 是 
e, w= gf sw +a Qua, 
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ELA 2n x 2n HREF. 
7 人 下 
了 0 . 
其 中 2, E nxa AiR, 在 LAS, VP) 上 考察 线性 算 子 4，zHy 
ab Ee ay ey ae Iie DA = HS, PO, 
STS A RER, 我 们 把 实 空 间 V Sit, & C*=F*+iR*, 


冬 化 过 程 如 F: 记 41, a ear ALY RES. Ay 
| = TERTI jet, h, 


它们 是 C 中 的 一 组 基 , 把 = > ze; 对 应 到 aid (2)— iten) Pr 
TAB 


[z, w] — Re > C21 dwrn) CFT Hj) 
-5 (2520; + 2 pnOizn) = > yt 
从 而 对 应 *h>z 是 线性 、 保 内 积 的 , 并 且 {hl j= i, … nb 构成 
的 一 组 正 变 基 . 
引入 复 Hilbert 空间 LA(S, CORA LACS", V), EALAR 
-| EO, wOI]dt=~, wy, 
Mj e(O b> (IRE LS, Pe L708", CO BPR RE SH, 
estat O91, C*) 4 ipe {e o G1, 2, e,n 
m=O, +1, +2, e}, veL (S, ©) APS Fourier 级 数 展 开 


=F 5 Cima )$s, 


Juaj] = 
其 中 SS lomml ell ge J, B Ala, 
于 是 z<>0={Cim} 


eT 68 orfe mam. 


注意 到 rA + Ce ™ bs) = me pa, 


£6] TST RR 4 EEF 77 
不 难 验 证 : ARE HRT, 而 ie ds} IEEE SS dE RI AE ae 


+ 
a 


Mm) =span je tda, ---, 8 P% dak, m Ex, 
则 有 EAS, OY) = © Mm), 
它 对 应 着 4 的 谱 分 解 和 
用 Fourier 级 数 刻 划 与 Codorer j HHS, FY 相对 应 的 复 
Cobes 空间 HHS, CA, AEA E ACS, bata {gai 


S È rm) om) < too, 
=] 和 二 一 5 


我 们 还 有 

(D RCA) =A), RCA) =RCA + © M (rr), 

(2) A, RAHUS, V) SE 47 FRAN, MA ATE 
ROD > £908", DRRR T. 

WE BA zZERCA)', i WY 2<> {gn}, Herp Cy 20, j=, ney fe 
Mati (Az) <> ix cmt, HETI 


1 
[Aiie (2 | 之 (1425) leml’) F lel pa, 
定理 6G.& EP 是 到 RA) AUER K, =A P, i) E ny 
以 连续 扩张 为 Ze0S1，CEm->C -7 CS", CO Wye FE f, l<p< 
+oo; Mig DLO, CO) LS, 世人 的 紧 算 子 , 其 中 
1 i 


一 十 一 一 一 二 
P P 


证 明王 有 下 列表 达 式 
iio — Bi bl Sods, 
Kitt P Et, C) 2] ARTA AIET. jw Pz, my 


<u, p=0, gel, e n, (6.0) 
HAR A= —J 全 各 一 从 


m fy a E rAr SETE a ns 
有 解 21) = 25 (0) 二 ison Hy C69) FER a (0) = 2, (20), 适当 


73 *e 4 A GR (3-2 
选择 加 C0)， 使 RO? p lJdi=0, ?7 一 了 二， ” i; jili Z = APS, Fi, 
Jia HAE) — a CE) jes ， 
ft 二 <， ifm a F 
<| él le ls (| a has), 


I&O len= | | re (as | ae 


<e HSE iora) 
BNA. 
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(Ga 1] 中 演化 而 来 的 ， 

6 关于 粮 疼 算 子 的 边 信和 问 题 的 5* 估计 看 [ADN 1], BR aA 11 
at Lions, Magenes (LM 1], Schauder 估计 看 Gilbarg Trudinger [GP 1], 
Kyat Pyrman AA [Kre 1], RKB. 波 算 子 的 讨论 是 属于 
Lavicaroval Lav 站 的 ， 也 请 署 Brezis, Nirenherg [BN 2] 与 Rabinowitz 
(Ra 1]. Hamilton MFA HLF Rabinowitz [Ra 4, Ra 7]. 


Bot MMe aaa 


经 典 的 变 分 法 几乎 与 找 泛 函 的 极 值 是 同 义 语 、 因 为 除 大 范围 
变 分 学 而 四, 寻求 证 函 的 裤 信 一 直 是 变 分 法 的 主要 内 容 ， 
在 第 一 章 §5, RB PR FINA: 


J(u) =|, f(z, u, Yu)de, 
trp f, OXRI xR >R! OCR Rucci, RO, 连同 边界 
条 性 sp 一 pg， HP p Æ 22 上 的 给 定 画 数 . 在 对 芋 适 当 添 加 连续 
EERI HEL ENERE, J Euler 方程 成 为 

| 可 f x(a, u, VDA t fF wy, W, VEY] =0 

Yo= (r, DE DD. 
如 果 了 本身 还 是 Ca 连续 揭 ， 并 且 知 道 解 EC2 连同 名 也 足够 光 
滑 , 那么 便 导 出 如 福 足 的 微分 方程 组 


Bf, wu, Vu) + fale, u, Vu) =0, i=l, = N, 
a=1 


这 是 一 个 拟 线 性 方程 组 ， 它 包含 许多 物理 党 上 的 和 几何 学 上 的 有 
趣 问 题 作 为 特殊 情形 . 特别 是 ,车 把 避 换 成 一 个 Riemann M, u 
表示 这 流 形 到 另 一 个 Riemann Fe RR Ba RR on, 则 这 个 方 
PARAS Riemann WIE LAM MAR, 极 小 曲面 方程 调和 
映射 方程 等 为 特例 ， 但 这 些 具 体 问题 的 研究 , 内 容 非常 丰富 , 为 证 
其 解 的 存在 性 与 正则 性 , 除了 要 用 变 分 方法 而 外 , 还 涉及 到 具体 的 
几何 性 质 和 分 析 上 的 细致 估计 ， 非 有 专著 不 能 尽 其 详 ， ABA Gp 


4G BAM eset fay og 
在 于 介绍 临界 点 的 一 般 理论 , 对 其 又 典 部 分 , 只 能 介绍 一 些 基 本 原 
WY. 诉 对 其 应 用 , 也 只 得 以 一 些 典型 的 模型 问题 为 例 ， 好 在 对 于 上 
述 几 何 与 方程 问题 都 已 有 不 少 专门 著作 阿 供 人 参考， 例如 测 地 线 方 

程 看 Klingenberg KCl], Hhh mA Gilbarg Vradinger[G. T. 
t], Osserman [OS 1], a ABR SE Hildbrandt[Hi 1], 

Sb BT RIN SERIA PAPE, EFA a 
WE. ER BETA RRR, 另 一 方面 , E 
的 共 声 酒 数理 论 叉 发 展 丁 十 典 的 1.egendre Asm, MIT wk 
了 被 值 理 论 可 应 用 的 范围 ， 为 此 在 本 章 我 们 以 一 节 的 箭 凡 介绍 这 
部 分 上 内容 ， 同 时 还 将 介绍 凸 分 祈 理 论 的 进一步 挫 广 ， 对 局 部 
Lipschitz 函数 推广 的 微分 学 一 -- 非 光滑 分 煌 ， 这 部 分 内 容 让 来 
是 从 规划 .控制 等 理论 中 发 展 起 来 的 , 近年 来 又 技 到 了 它 在 数学 物 
理 自 由 边 值 问题 中 的 应 用 . 

本章 分 五 节 , .$1 是 极 值 的 基本 理论 ， $2 是 是 分 析 基 础 
§ 83~§ 5 都 是 各 种 应 用 的 例 。 在 例子 的 选择 上 ， 我 们 力求 照顾 方 
法 的 典型 性 和 问题 的 兴趣 两 个 方面 。 在 方法 上 , 我 们 突出 约束 极 
值 问题 庶 用 的 技巧 ， 也 就 是 如 何 设 置 约束 条 件 ， 以 及 如 何 消 只 
Lagrange ÆT A HJIT, $ 3 -的 例 4 介 绍 Nehari FETS, fifi A= 
$4, 使 和 一 1,， 而 $5 利用 齐 次 多 fe lagronge RF A CLM 3a 
掉 . 人 4 和 $5 分 别 是 两 个 本 身 有 兴趣 的 问题 ， 忆 ) 给 定 一 个 函数 
K, HETA SUR Riemann BREE Si eh hy Riemann Rete iz 
以 K 为 其 Gauss dike (2) HASH OSRI LER AEA R 
Hamilton Rt fy Jr] 8 A? 


$1 Wahi 


本 节 介绍 无 穷 纺 Banach 2 SHEA HR ALY RAS YA, 天 
约束 极 值 ，Finsler 流 形 上 的 极 值 ，Lagrange BEMIS, 第 二 
Pra) 2g Ekeland Mii RUE, Eee PIB, B 
证 明 并 不 复杂 , 但 读者 将 会 看 到 它 是 非常 基本 的 ， 


we Sy a Sa 


§ ij TF aR YR AA BD äi 


il Fei 
Bi >RUf{+oo}, i foo, ep 和 是 一 个 Banach 
ZM, 2 Min {fsE 乡 最 自然 的 要 法 是 以 dim 2< +0 的 
党 为 AAM, Ay AB FETE TEA h a IR TA. AEE H, 
SHRP 
GD EERE, BY va —> w0 lim f (ity) =f (eo), 
(2) £ 是 强制 的 , 即 lim f(a) 一 十 cc 
WW £ ph EIB BIAS AMES 
i OAR. FARAD, 
—oox O44 inf {fle} |eo h, 
又 因为 Pe +00, PERO- MRAR an 使 得 
f (0) <O4+=, wl, 2, +, 


(2), {rar BR, MO Ua PN fe} > a", P CL) Be 
Usf(e")<lim f(a) <C, 
00 


所 以 是 极 小 值 点 . | 

在 这 个 证 明 中 ,dim 区 < 十 co 起 了 关键 作用 ， 它 保证 有 界 点 
FLAME SP Si], 推广 到 吕 锥 Banach 空间 , 这 当然 是 小 成 立 的 , £8 
TAR rai 

Eberlein-Wümyran 定理 (S A 2H, TRASK. BEN 
[KCFID 设 必 起 一 个 自尽 的 Banash 和 空间, 则 其中 任意 有 界 点 
疝 尼 有 一 个 弱 伍 子 列 . | | 

ANE SE Pg oF AE Se A a T: 

定义 1.1 f.2—RU {too} BIE AT ER, fe 46: 
t,— ey C= lim lim (ra) flo). 
过 中 的 一 个 子 集 M PRII 53 D) Ag, ERR, CM, th ty 
roe MM, | 

Fa 27 SEB Aad A W a 4 , 
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定理 i.1 2 MBAR Banach 空间 Z HA ES 
TE, MHL, MR U{+co}, fto 是 给 下 半 连 续 的 强制 函 
数 ; 则 工 在 关上 达到 援 小 值 点 . 

GR, AFLAAAS T FRESE; 反 过 来 ,一 般 是 不 对 的 , 然 
MoT zat, 即 

fast CT— MY <af(@) +A —ajf{(y), 
Vo, yEM, VAC (0, 1], SMB—-TOR. APR 

定理 3.2 HLM OMUL+ Oo}, ERHO M CHAS 
SU fT BER o PBR, 

证 明 Aa”. ME. RA so>0 及 {et CM, WE: 
t,-~%, (Af (@,)<f(@)—e%, AMAR, f 2 PBEM, 
38o>>0 使 得 YaE M, |r- r| <o> f(r) — Ë (s0) > — e 应 用 
Mazur 定 #8 ([Yol, p. 120]), Sia}, aa 0, n=l, =, m, 


2 %51, 适合 
| 3} a4 4-20] <a, 


从 而 有 £ (0) 一 eo<f ( $ anta )< $ af (om) <E (Ho) ~ 8o, 
ee a 

联合 定理 1.1 与 1.2 得 到 

推论 1.1 WARTS RK i Banach 空间 , f, POR 
{oo}, PÆ too, FRESE Th, IM RABIES, 则 了 达到 极 
ME. 

有 穷 维 结论 的 另 一 条 推广 途径 是 把 了 直接 限制 在 一 个 列 紧 集 
KK 上 , 同样 导出 

定理 1.8 RK R-AK HI Si, f KRU {+ 
co}, FRI FEE, 即 2, — so > lim f (@,) >Ë (2), H ft +00; 
则 了 在 K 上 达到 极 小 值 点 。 


1.2 近似 极 小 值 点 
在 这 一 段 我 们 以 Ekeland 的 近似 极 小 但 点 定理 为 出 发 点 引 
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则 一 种 添加 在 函数 二 上 的 “ 紧 性 "条件 ， 甚 作用 是 取代 空间 的 某 种 
紧 性 ,以 及 函数 自身 的 强制 性 .这 个 条 忻 恋 称 沟 PalaisSmale 条 
件 ， 由 此 导出 的 推论 1.3 是 一 个 非常 有 用 的 极 值 存在 性 定理 ， 它 
完全 押 脱 了 凸 性 的 作用 , 对 于 空间 Z 或 流 形 M 也 没 作 里 性 要 求 . 
BRA RHE, A ae HE A T, 一 般 不 能 使 上 达到 
AE SS, EHA PE RAM” 
定理 1.& HH, 所 是 一 个 完备 的 放量 空间 ， 上 于 ERU {+ 
oo}, HEAPS F +o, MHLTHBAPAM, FPR, X 
BWA 8 六 0 以 及 n EE fh 
f(2,) <inf f (x) +e, 
则 拜 在 点 ye CH, 使得 
f(y.) <f(2,), (1.1) 
plye, PSL, (1.2) 
f(a) >fy.)— ep. B), WEE Ye, (1.8) 
证 明 EKEN n 7% 一 0 1, 2, +P, mene, Bo B 
Sq, 型 或 者 
(1) Elu) > flue) — ep le, WD) ,YE B\ fun}, MER HE tari 
we ling 或 者 a 
(2) Swe B\ fay} fe ftw) <fu,)—ep We, w), in it HS 
Sam {wE E| Elw) <f(u) —eptts, Wh, Bune Sn 使 得 


fume) — inf fl) BU) inf f@)] AA 

我 们 来 证 ; {in} 是 一 个 Caueby 列 、 事 实 上 ， 若 傅 况 人 一直 
发 生 BRAN ts 必 是 稳定 的 。 所 以 不 妨 设 (了 D 不 发 生 , 便 有 

8p (tn, Unti) Sf (Un) — Pin), n=l, 2, 4e (1.5) 


Si | i 
Bp (Un, Umt SE (tin) — Etim), VR, m, n&m (1.6) 


LAX {Cutan ) < (un) 以 及 f(s) >inff{%), 所 Bu 是 Canchy 
Fi, usu’, BE Pea, 14 


tig AMARC set “光一 者 
far) <lim fC), 
现在 米 证 ， 可 以 到 Yeu", 
HEE C. 1) EHARA. fiu") <f(us) 一 Re 
至于. QF, | 
sp (ws, Y) =E lim p as, a) 
<t(a, — inf Ba) <e, 


BRE (1.3), 反 证 ， PAARL, swe ys, 使 得 
fw) <f(y,) — ep (ye, w), 
££(1.6) ft m+ fi 
Bp (Hy Up) <P lti) — f(y), 
从 而 
fwyf (ttn) = 8P Yos W)— 20s, Un) 
| SB (tin) ~ Bp (w, Ue), "ay 
Awe 站 Bo， He), \ | 
AË C71) — Ë Cun) <inf f(a) <f (w), 
Ano fh l 
i TW) Stim sf 
REHA. DTA. 
Hit LR E, o E 个 完备 度量 空间 ， f, Ho RU i+ 
co}, .下 半 连 续 ， 有 下 界 并 去 十 co， 则 ve>d, Aes © ET Ap: - 
o £@,) <inf f@) +e, 
f(a fy) —ep(a., w, YCE, O 
BM 是 一 个 Finsler 流 形 (参看 第 -- 章 和 2), f. M Tn R1 oA 
THEM Leet 的 极 小 值 我 们 把 “ 紧 te” REMEE fg 
td, 


ši] E K Aw BE s5 
€ Y 1.2 (PilaisSmale) # PCCM, RY, g fE 
Palaia Smale %4 (RIVE P. 509, ESB. Vipa cM, 
te, AR | oa ACEI, (1.8) 
AACE HS — Ht 8 2 年 : 理 2.4 中 ， 我 们 曾 指 出 一 个 完备 的 
Finsler 流 形 M 是 可 DI ARR HAS, ‘ER PAE Ae AE BE 
空间 ， 于 是 还 有 
”推论 1.8 RM E-TPEAN Finsler yw, EOM, RY) 
满足 PalaisSmale 44+, 并 且 是 下 半 有 界 的 , MPAA EJEA, 
Bl Ape M, 使 得 
~ (po) -inff (p), 并 HH df (zo) = 6. 


. 证 明 AU HIE 1-2, Ip EM, 使 得 f(p.)- ini fw), 并 且 


fro E pa — epl Pa 2), VCM. BHAA T dip), H 
Palais-Smale 44E, 存在 ps 一 PoE M. 由 于 与 过 的 连续 性 ， 
EC) int Ep), dEi po) 一 外 


£11 Pelais Smale 条 件 ， 由 于 是 把 “ 紧 任 ”条 件 和 流 形 M 
WERK EAH ESM RRM, UATE. ATR 
件 在 后 面 要 经 常 遇 到 . 


1.3 约束 极 值 问题 

SA RR, 其 实 就 是 在 给 定 的 Pimsler W M ER 
—-AS REM OR WR, Keb Pate M Reis 一 组 
PA gis ts Fn 给 讶 的 . 

设 go os 2 oe BSR, 是 si 连续 的 ， a Fe PA EBS 
Banach 空间 . 
| Te foe Ips) =0, d=1, «+, n}. 
榨 第 一 章 88, Big @yeceM ERARE AM, G eto 
(g(a), e p@EW AOR ASR 8}. Mn M = 
G-i(9) 是 至 -的 一 个 子 流 形 ， 并 具有 自然 的 Finsler iat. RVR 
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Bet E, ob, +, ga HHS Tl WAAR. . 
定理 1.5 HIT pEM Btu 的 一 个 临界 点 ， 才 须 且 仅 须 在 
在 实数 Aa, ar Ans 使 得 
Ep) ED agi) =8, 
ER “Oe, BAG DMA, FERRE 
章 $2， 定 理 2.1)， 在 这 上 坐标 系 下 ， 前 在 名 虚 附 近 局 部 间 胚 于 
{tp), e y VACSIE 即 有 直 aii 4} A, 上 一 A 1G) span {é1, ry 
Ont, 使 得 Me Hip R RU Be od LP A Nh ORY; 
ER 满足 ， < Cp), o> 一 Šu, LAH <y Cp), p=, Ya E #3, 
i, j=l, 0, n, Mit Tip), 2>=-0, Vane? BRU pela 
的 临界 点 ,dfiy(p) 8. 
过 点 的 任意 OT HR, (—1, D>, AO =6, 如 果 
EM E. AB, ao Hy Ot it: 
hfe) => Misletai(ehtp, M(B) ER 
由 于 10) = =Ü, 以 及 h(E)) =0, jal, 所 以 有 
MCO) =O, ġ= 1, =, ny 
t (0) = =Ü, 
HR 0=-È gh(0)) og p), Z4 Oectai,(0)> 
=A;(0), j=l, "R, 
BuO} ean, =O, Ws pe the COG IR AL, BLL 
O=- ECE) ono =E Cp), BEM CO)er-+a4(0)) 
| =<f (p), 1(0)>. 
由 于 AOUR 2a 上 的 任意 向 量 , 所 以 DE {91 (p), 
LN 的 致 堆 空间 Z LAB, H Hahn-Banach 定理 ， FER 


数 和 .ho 便 得 
fp) = L (P), 


特别 地 有 下 列 推论 ， 


$ a] Daira iE T gt 


Hit 1.4(Iocreprar), ik f, g. a ©, R, Mit Mow {ee 2 
loa) =0} #0, Gg EA, VoOM,, RH pE fla, 的 极 值 点 ， 
则 必 有 实数 和 使 得 

fCp) +Ag’(p) =@, 

DEA ARES he AS 

注 1.8 1.5 SER Ad, oo, An LY Lagrange 来 子 . 

作为 推论 工 .4 的 一 个 具体 应 用 ,有 

定理 .6 PO Eta, A Banach 空间 , f, g, Z — m 
HE CH FBP PRA, g 是 全 连续 的 , 即 

tn 一 出 gray RE 7 
g{e)=—6>2=6, LR g) =, (1.9) 
fe) oo 3 | e/~++00, (1.10) 
n Se#0, 使 集合 Mire | g(a) —c} HG, 并 且 对 一 切 这 样 的 
Ege, He EM, RRM A ME 
7 F(a) = = hog (ue), 

证 明 RER G.9), oe) #0, FÈRA c0, fH Mie, 
RANG RSME, BM, EBATE, 由 (1.9), OEM, 
g (a) +0, YVaG M,e. 

SER I.i, flu, BAB UME te, 再 应 用 定理 5, 特 
别 基 推论 1.4 得 实数 使 得 

E’ Ctto) = reg (tte), 


$ 2 凸 分 析 与 非 光滑 分 析 


吓 性 在 极 信 理论 中 所 起 的 作用 在 上 二 节 已 经 明显 地 未 现 出 来 
了 .本 节 分 三 段 介绍 , 第 一 段 介 绍 次 微分 , 它 和 在 凸 裔 数 尖 中 推广 导 
数 概 念 , 使 得 凸 函 数 的 极 值 也 有 Eolo TR”, AT KR, Oh 
HOR TM. BOE HA Re, BARRE 
2.2, BRR LERRA 5 AAR BM EER 


35 AR FR g aA (4s 


个 关系 , BAIT RAMA RRR A SE, 非 光 滑 
分 析 把 微分 学 推广 到 局 部 Lip, 函数 类 ,并 对 这 类 函数 建立 约束 圾 
值 的 条 件 . 


外 .1 DARIA 

Re ET Banach 空间 , 记 Ri RU {+o}, 

Mit p, Z > Rt 是 一 个 是 函数 . 一 般 来 说 , 它 未 必 基 可 微 的 . 
但 可 以 推广 “导数 ”概念 如 下 | 

£ "CE" RAE p E CL ARREA, 是 指 : 

p(x) + <2", a— m><p(a), Woe, 
| 20 上 所 的 2 的 一 切 次 梯度 的 集合 称 
Hp TE oo BIKES, IDLE Op (wo), 
ey FE Se BH EX BB BE EKA RLA 
意义 . 

wt FO Ana, FE we ob W 

次 梯度 是 那些 过 wo AER By E, 

图 z1  ，， 5c HEA BR PERK PAE (Cw, wey) a POY. 
在 右 图 中 ， pE. i 点 的 次 微分 po) E TRA, 它 对 应 着 夹 
ei eS A RA, 

ASP E D BEDE A AT A A E 的 作用 , 
我 们 先 来 考察 它 与 导数 的 次 系 . 

1. he. Z — R hh, HAE to tt Gateanx 林 微 其 G4 5 
HWE., dp(m, )=-—dp(m, A), VAC SF; WMA FS 上 的 一 
ABE L, 使 得 LA) -dpa A), Whe k. 

证 明 RPE =b, ele) 一 小 VRER, ga) =—plth), 
WiCR!, 出 左 导数 gf (0) dpl, h), GER 外 《一 dp 人 
A). HBR SOA, BRB LT: 

o hesg O, 
H G 导数 的 正 齐 性 ， Lh BHA, BEAR =AL), VAER, 
我 们 再 证 它 是 次 可 加 的 ; 由 


$ 2] rar tT RG aad HF &9 


P(t) sph) 4-9 (ths)), Wha, ha 2 


推 得 dp (6, cts) <5 dp, Ma) +4p 0, ho)), 


RA AGO, hth) SELA, h) +AA, a)l, HAR 
L + he) SLs) + Btha), Wai, REZ, 

PR LP REM, 

2. Uo. FRY, th, Hao MMe, WAT 9 Bao kt Gm 
微 ， dg (po, h) = — dp (Zo, —h), Ff A dp (to, ASF A HER, 必须 
HRA ap (go) 册 一 点 组 成 ，Bg (oo 一季] <a", h> — Aw (we, h). 
证 明 “=. a), Be" 2 ES Xe", A> — dpe, A), H 
由 性 ， | a 

dp (ao, h)=lim PEH) PG) <9 (woth) — p(o) 


推出 2" € op (ay). | 
EZ, Fm Cêp(r), W 


Cni, hy EFIp moth) — pao) ], WRES, Vi>0, 


从 而 <el, A><de(ao, A) <a", A, VAEZ, 
推出 a= to 即 得 Op (wo) = {2 | 
“=” RREH dp (a, hk) = -dp (zo, DRET. 因为 
fh, Gateaux 导数 dp (lwo, 如 总 是 存在 的 ， 肯 由 1 即 得 结论 ， 为 此 
不 妨 设 aio =—0, (ap) =0. | 
MERA hE Zh dy @, ho) 天 一 dp(8， — he), aR t= 
pithy), 则 gh (0) +g- (0). BR gO) <7), Rae le ©), 
7. (O)], HEM Rho LAPEER nT: . 
L(sho) =as, VsER!, 
Ink} L(sho <p (sho! Vase R, . 
AA eh, HÆ co ES, RRL ERP IEA mee, aR 
Lln, OEP), VER, 
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从 而 {eale€ [gO g (O]}Cop, 与 B99) 是 单 点 集 的 假 
HFH. 

关于 次 微分 , 有 下 列 性 质 ， 

P Op( 20) 2" 55 fH OR, Vo T, 

BIEG. B af apm), i-1, 2, MP 

@ (ty) +<a;, sto ple), YER, i=l, 2, 
于 是 VAC 0, 1,84 
P (Ho) + Xda (I Aja, @— PSOE, 

BM Amit (1— A) a2 E Pp Eo. i 

HWE n. BE eE iplo, oe A EA, 并 有 
tae" (B). Wh 

P (2p) + Cs, Eto Kple), aed, Vag A 

ett | Gta) +X", w WSP), VEF, 
Bp m" E Ap (x0). o 

fa}, pw 是 否 可 能 为 空 集 ? B, E 

Hl 2 =R’', 


0 


十 ce，|2| =l, 

则 当 jel >l, pls 一 和 | 

为 了 使 次 微分 的 讨论 有 意义 ( 即 dpr) AO), RAIA BMY 
Seine, 

8 Be ROR, Th HEA W Bp (Ct0) p, VEL, H 
Op (ao) E A E HI. | 
“证明 BRM iA e, DEZ xR pæ) <1}, M h 
ZF o 的 假设 ,epi(e) 是 具有 非 空 内 点 的 凸 集 ， 由 Hahn-Banach 
定理 , ASSES HO", HEZ xR Rac’, fe 

<E", mo>— Ep (a) Para’, st, Vw, t) Copi@). 
HF (to, p2) +1) Eepilp), W A g>0. 

ja £0, BAF EO, 和 出 <2", roo 0, Vee 2, MI a" = Oo, 
xhg, SESSA, PE E> 0, 
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Sams o', 则 
= <2, Go — P(t) Xo, @>— wa), YEE, 
这 表明 ay € Opa). | 
再 证 fpo BR, SU={hOD | pleo thipa +1}, 
WORD PH? AAA. RR BO, OcU, r>0, W 
<a", hoap toth) -p (ao) <1, 
VhE BO, r), Va" Ep (a), 
XBW, Cpl) CBO, r)° Ale FT" | lee", hy’ <1, VRE BO, 
rD), BBE SR. HL, Op) eA. Brel pleo) 
“BE. 
3° 为 了 wo 是 9 的 极 小 点 OO êp leo). 
L ER E, 如果 是 上 是 的 ， 并 且 Ape) HAR (e) 组 成 
H p Æ so 是 Frechet 可 微 的 , p(t) =2". 
证 明 因为 有 窍 维 空间 R LADAN p AEE, 由 {2)， 
p -可 微 , 并且 dy (eo, 如 一 Cw ,有 ,要 证 : 
|p (ay +h) 一 有 (20) — <2", A>] =o(|Al), 4A, 


AW roð, h=$ he, 其 中 {mf 是 R 的 基 ， 令 
ob (h) =p) — p(B) — <2", hd, 
则 AlS hasal 3 p (nha) 


< (Se) E vore T ) -oa). 


iol 


HA b(A =0(|2]), A 
0 一 (9) <— pph), 
Eki php. A 
| 证) 一 of 和。 Ae, 
5° AA) (ap) =2.0p (20) (HEN) 
6° tho, t LEE, MA Apt) (eo) = Opto) + Of (Bo). 
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证 明 HEX, Bp(wo) taie Talp p) Eo). 
反之 , ABE 0 一 9,g (6) = 由 (9) = -0, FCC a+b). R 
TE gm E Op), tt eE as, HH O<<p+ip) (2), VaR, 
S K={@, DEZ xR iE pE}, an 日 l 
| KN int(epi(9)) = 
由 Edetheit 分 离 定理 , 3 REA", ewe x Rt, 满足, 
ke, a> +Aap(ay>O> <a", iat, Vie, DEK, 
和 性 质 2° EAB ADO, 4 a=, io 即 满足 要 求 . 如 
FLED 4G OC +h) D cap) Ae 
T° 为 了 me 和 fen， 必须 日 仅 须 ome) +X", -0 是 
opi(g) 在 (ao, (so)) 处 的 支撑 超 平面 . 
举 几 个 例子 ， 
“PAZ aol = SwE <a", o = bare}, 4 RAA, 
证 明 HY <a", @— 29> — <2", @>— rol <!'e] — joo] HBA 
关系 “二” RV, He Caled, We 7 
<a", 一 0 一 上 wo 一 一 [eo| BR - 
<a", cole Haul Tl 
推 得 <a", ey = leol, 


ce", Se teva - [æ], VA>0, 


4 一 十 co， 1<, Dete. MIle SiE, .再 联合 72", toy - 
el " |" | =1. ; ; 
没 BROS RR, 


pCi) -| Be ds, oy, Ae 


则 9 BTS a, HH Ap{ta) = LE (to 0), Biot 0), 
VER, ODN a 
联系 到 变 分 问题 , 考察 
例 和 4 BH AME, pol, RE BÆ SC O Jt’. p E 
Rin 3, AP, h acA ARA A we BE mes (£2) 


= 一 - 
= 


g3) CAF TIER iT 93 
的 可 济 集 ， 令 | | 
| J(u) = |. ple) an, AE LO) 
则 J, 2 > Re th, HG OO 
BT (tig) = [8 (us E) -0), Bt (2) +09] | 

A{w@) €E"(Q)|B8@ola)—D)<e(a) 
SB (uo te) +0)}, O 
证 明 WEA (um) > | wa) (uo) 9a) a 


<| ioute) pola) Ide; Vee Iro) 


> WÈT) GULE) — Ho (0) ) 
plue) )— plute) ) 
Race. tEn, Yuc LOY 
€>w (a) Eepe), a.e rEQ 
再 联合 例 8 印 得 结论 | a 
然而 ， 如 果 p<", 则 EDO), pa PRR J 
还 是 HO) ERE. E aJ (ue) 一 ? 
定理 2.1 wo DRS Banach 空间 , 满足. OCH, y 
在 光 HRE, ERAR i 2 Fee EY, 又 设 p Y > RP 
fh. WR Lip, RH, E YEZ, Yo 的 一 个 邻 域 玉 REM 
K 使 得 
PO — plo SEK |y- yole, YEV. 
Hit prepla WA 
plee) =I (E), YroE 2. 
证 明 由 定义 显 见 ; ap (ao) COP (20). 反之 ,由 设 e* EOP (ao), 
EK, REL ; | 
<a", 2—m><p(2)—plte) Vee? (2.4) 
HRY 上 满足 局 部 Lip Kir, A 和 的 一 个 邻 坊 上， 使 得 有 
K > 0 满足 | | 
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fa", wer K |s- roly, Yo 2 aF, . 
这 表明 ”可 以 唯一 地 延 拓 为 人 儿 LER. RA 
多 hi, Brel (2.1) BOR, A 
<2", Y— BP <P(Y) — 9 Go}; WEY, 
这 就 导出 z "E Bp (a). | | 
推论 2.I 4 BQ) | <O1+Oalt| = at, Rit BO) BRA 
MRR; 则 在 AOE, 例 4 HEXANE J ERM, HER 
Lip, 4#, 并 有 
ad (to) — [E (tto(@) —0), Blw) +0)], Yaot mo). 


2.2 KHAK 
tt & EA Banach Bia}, 2" ay ESE a, tty, FF 
Uf{-+ co} ARTA 十 oo 的 , FREE A ae, $ 
一 ap {<2", 2 —g(@) } (2.1) 


Bop We He, BX PS RO, 
REMAR . 7 
1° oA PIE HS R GO R TARE +o, 但 不 
00), | 
2° PT My > 
3° (Young 不 等 式 ) 
pa) +e" (a) Ste", a>. 
4° pla) +p (2") —<2", wera’ E p(s). 
证 明 事实 上 人 Eap 加 多 
<2", y- oyp) ple), WER, 
O e <2", D— GY) EL pl), WER, 


+4- 
+r- 


ee, sple), ES 
| e p(s") = <2", &>~ p(s) (h Young 不 等 式 ) 
5° g" teo, E 


证 明 RR mE Pe pir < 十 cc， 并 到 fo<p to), ， 在 空间 
Z xE LR PAA AR: 
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A=epi pi, HER KF |p@) <+0, t>p(a)}, 
B={ (6, to). 
应 用 Hahn-Banach 定理 , I, CA" xR UR ac 使得; 
<f, wt kita, Ye, D Cepig, 
. | <f, wo> + hip <a, 
因此 有 Kf, sop + kple) >a> Ff, w + kto, 
BPG ko O, UA 


f 


(+f, 2) 8/ 一 p(s) <-Z, Ve, », (0) < +00 


即 得 (一 f)< +00, 
AS Rp =tiel, p> Mga") =ar, Ie 
1,1 


—+-—-=1, 
P P 
证 明 g'(o)—sup{ <e", a>- he] 
1 1 
= 一 一 hte 
sup { let 一方 如 一- 


既然 p 还 是 一 个 法 十 sc 的 凸 、 aK, 那么 还 可 必得 
定义 i? USE SE RA, BRN p A a2 He PE Re, | 
gp” (a) = SUP, Lda, a >— (9)}, 


其 中 《, RAR" BP WT, 当然 9 是 定义 在 2 EK. 但 
有 时 , 我 们 也 把 PEZ LARS Is SEE Me, mE p”, 
当 y RA, 这 两 种 概念 是 一 致 的 ， 我 们 有 O 

定理 2.2%(Fenchel-Morean) Hep th, TEES, Het 
co, Wp =p, | 

证 角 1 Æ p>, 从 Young KERB g” HEX, BAA 
多 为 证 二 者 相等 , 采用 尽 证 法 . 倘若 有 一 点 nET ,使 得 

p” (ao <p (wo). 

PES HS xR 上 ,对 下 面 两 个 是 集合 


PE pk ol PR YT 


T Bett an ib ts ni [az 
A=epigA{(e, EX xP | p(a) < «<9, t= e(x)}, 
g B={ (20, p" (20))} | 

应 用 Hahn -Banech 定理 , 于 是 有 (€, DEZ xR URacR 全 

得 a | 
CË, a>tkhi>a, Vie, tEepig, (2.2) 
££, a> +h" (to) <a, : (2:8) 
由 不 等 式 (2.2) 推 得 k0, oo 

Ke>0, AA pS0, ADAWE 
<Ë, t+ (h+ €) (2) =a, 
Vee D(p) alre? | p(s) < +00}, 


rato a 
按 p (to) 的 定义 便 得 到 


f >(- giy aa See 
“Bp. Af, to t+ (kh+ealg™ (a) a, Verd, 
1x nn DFA. a 
”对 一 般 的 yw, 按 5°， De) #6, Wie a Dg’), 为 化 到 情 
we, BANS A we 
| p(z) =pl) — -Kes otg" Go, u o 

Wp ÉR, T EEH, SHE +00, FRE p20, ‘Wen 
E BUSH 9 9， 然而 ， E a 

O(a") =e" Ca" +28) —@ pak), 
a oe) = P(e) — Kei, otg (2), 
即 得 gp | 

推论 中 Be BT FE aM, We pH +00, 并 
ART  €Op(a) DA AB 

DE ap" (a), 


$2) Pa AEA 97 

证 本 HT pE pleje", =pl) de e) 

=p" (x) +-p (oe) 
| ee ap" (2"), 
RR o PR ARE i, BT 
paet (1—-A)y) <Ag(e)+1l-Aje@, 
Va, yE T, VAG (O, 1) 
Hh ety 

容易 验证 . 

(1) gle) te, y-m<ety) Vea, Y, y#a, Vw E Op (a), 

(2) 《及 一 二 y— m> >0, Va, YER a Eip), YE mY), 
TEY, 

推论 2&.3 Beee(R’, RR, M p" Ee RE 
(P n +00) Eaa, FF BRE A GY, 

证 明 PRISE OQ), Sete, p Apo, FR 
推论 2.2, p*(a*) RAR, Boa 和 十 se。 应 用 3$2. 芋 性 质 
4 ,8 在 2 fe Frechet HIARI, PHE; p” fa 处 连续 . a 
4,8 etre", HE Capa), WH 

és EP YO, Vy ER, | 
che FE, HE: So GB Poo, 从 而 名 Eap zy， 好 
f="), (RR ERAS aS, o te a" E 
续 可 微 . A A <y*—- 2", p QP) — Pa) Ky a", yA, 
推 得 p" JEE Mara h 的 . 


2.3 非 光 滑 分 析 

对 于 Banach 空间 . © 上 定义 的 局 部 Lip, H% f, 2 > Fo, 即 
foc, 一 般 说 来 ; CRE RMR, WPS whee ag Re, 也 可 以 扒 
“导数 的 概念 并 发 展 微分 法 ， SAT Pt He 4 LRT, 

BAM TREWARACZ, ER RATS, 


98 fe (a Bab ty lS ijs [se 


f° (zo, h) —lim + [fCwo0+ wah) —f(a+w)], 
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不 难 验证 下 列 性 质 . 
CL) BR ArT (ao, AMA MEF RIN, BA TI a RY, 
证 明 正章 性 上 由 定义 立 得 . 次 可 加 性 验证 如 下 
BE fa, gE 2, Wl 


F? (os atha) = Tira [feet w+ M+ hha) fat 0)] 


Fli got wt Nhs +- Alig) 


wala A 


E — {ro tw +Aha)] | 
+ Hm Ef a+ w+ dha) — feo + WY] 


| =F (ee, ha) -f° (wp, ha). 
(D) FBR K-K (ap) RB U (ao) 
[E° (ay, A)| SE [A], Vee U Go), VRET. 
(3) Ato f° (ao, PEER Lip, iM. 
证 明 由 (1 与 (2), Yh, WEF, 
f° (ae, PD E (ao, WYSE? ro, A-R) EK Af’ 
即 得 [f° (a0, h) — f° (vo, OT EE -NE 
(4) f° (wo—h) 一 【一 下 (m, h), 


证 明 feo, 全 Ha + [fete - —ah) —£(2y+-0)] 


=- im +[—fa+(w-— Mi) 


woe alo À 
HAR +8 (mo + (w— 2A) 
= (—£)° (a, 4), 
广义 梯度 基 通 过 广义 方向 年 数 定 义 的 ; 
定义 3.4 Ries, RW), Rie XT Ho HM x 
梯度 Of (wo) ALR hi f° (wo, RJE O KAD AE? Go, 8), 


$2] ES EELS a Peas #9 
{ ER <a", PEE (a0, A), VRE EF Y, 
甘于 广义 梯度 有 下 列 基 本 手 质 ， 
(1) Veo 佬 ,2f(mo) 是 一 个 非 空 ,* 弱 紧 同 子 集 . 
证 明 REK% hefe A 的 连续 、 凸 性 以 及 $22.1 性质 
1°, 2° 的 推论 . 
(2%) sup{{a"| lo" Ef, 
证明 联合 定义 2,I 及 广义 方向 导数 的 性 质 2°. 
(B) VAC Hf (ao, Bh)=marx {<2", pyle E Of (m0)}. 
证 明 glo, A) = max {<2", Ayla" Af eoh, Whi we x, 
9 wo, A) <P? (aq, A), 友 过 来 ， 倘若 有 AoE F, 使 得 g( 2%, beg) < 
£° (ao, he), (AER Po (a, ILA HIER KB a, H Hahn- 
Banach 定理 , Fey 2°", (HFG w, komf? (ro, ho), <a, hs 
f° (a, A), VAEZ, KARE mC eta), HEH. 
(4) HOR 2” bile ss RAT He, W 
Af (2p) CQ EF? (ao, h)<max {<u", h>| 2" EC QEVAE SZ, 
证 明 “一 显然 (由 (38)). 
Wen" (HF Ache Of (xo) \2, 草 将 全 "赋予 w' 拓扑， 应 用 
Hahn-Banach R, JE (用 wx) EF ,使 得 
Cat, A> > max{<a", hyja € Q} : 
(参看 Kelley-Namioka(KN1, p. 119, p.165}), 僵 与 假设 矛盾 . 
(5) 设 f 在 zo 的 一 个 分 域内 Gateanx WM, FEA 全 导数 还 
是 连续 的 , 则 fleo) mE wh 
证 明 YAE, wE KASO, B pelta Ber, hpi 
GH, EO, 向 使 得 | 
= [RC + Ab) -f(e Hwy] =< (wot wth), Adi 
由 此 导出 了 * (a, A =E (ao), E>. BVA OF (wo) = {E Gro) 5. 
(6) sreafa 是 * 弱 上 半 连 续 的 ， 即 Yeot, Ve>0, 
VAEZ, B8—-8(x0, k, 2) 0, 使 得 当 | e—w | <9 BY, Vo of (=) 
BA wE Of (ay) (HZ 
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| Xt wo, h>l<e, 
证 明 MERA, WEN WET, >00 AK MEM, 6E 
(om 适合 . 


Yen— zl < 二 1XEn—2, ho>| > eo wet ota). (2.4) 


因为 {es} 在 wm 的 邻 域内 , 由 性 质 (2), EISE. MAFA 一 
fo(*H). 将 证 : EpL (ae) PKL, VRE ZR, Iw —>0, Mh O 
Eff (qi + wt ab) -E (ou 07) 1 >En, ae iei, 2, 
DES e i 
fC, DSE, BD, WEL, 
a EEEo). EEA ER w— Lo, BR. 
还 可 以 证 明 ( 从 略 ， 参看 [QI 可 ) 广 义 梯度 是 次 微分 的 推广 . 
即 t 人 
(7) 若是 连续 是 函数 ， 风 ORC) EAT ORES PE ne 
分 是 一 致 的 . 
(OO)GMintielrjwEat(e) 存在 是 -PTERA 
数 . 
证 明 函数 风 |o| 是 * 弱 下 半 连 续 的 ， 又 由 CD，3f(a) 是 非 
I m ae Ve, wo E OF (2o) 使 得 
i "Neel int { jeu] ae wE AE (0) }. 
“BREA FREE, MERA, Seo, 使得 
lim i (a) <A (Zo). 


a 04 OE (en) 为 使 |} =) (æn), R=1, ， 的 点 iy BRE 
1 一 BoE OF (#0) (根据 性 质 6, 但 
Lim laval | wol SAE), 
Boke, ，“ i 
人) BEE, H, Z), 并 月 EO er, FA), Bike 
foe40, HOR 此 乎 处 处 可 向 并且 
A(t) <max ia", p Ee COG); ae. 


§ 23 中 分 析 与 非 光滑 分 斩 iL 
证 明 AA hE [9 1), HUE a e. MIA, Bt-t 
可 微 点 , W 


Wi (lo) = lim + [fo oth) — fed (to) 
—lim GC) + i (te)A+-0(A)) ECE] 
-li 二 = [f(b(to) +’ (tea) — EC 60) )] 
<lim + [fideo HAHO CA) 一 Bb Go) +4)] 
al? 


=f (p(to), $ Ga) 
n max {<2", i'(to)>|2"€ of do) h. 
(10) a(E-+ g) (20) Cet (eo) + Og). 
证 明 HERRERA 
f+) ° (ao, h) 
<Ë (tm, B)-+9° (aa, h) 
<maxi{¢a", b>) aE af (a) + dy (a2»)}, 

HAAHR 即 得 结论 . 

(11) Boo EMR MBN, MOC f(a), 

证 明 HEX, Ceo, ASO VAC, Mii OC f(a), 

(12) Bf, o, fa ER Lip, wR, me) = mexi{f (e) | 一 
i, ee, n}, W 

Gm a) Oot a(n) tE M(2)} (Co ERA) 

其 中 MEIRE @ RS fie) =a mR. 

证 明 直接 利用 定 

m°(a, h)<max{fi(a, A |e Mw}. 

取 Q= Ooldf.(a) iE Mw), W A SAAR a8 * aK AR, AmA 
“De mar {<a hola" EQ max {f}, h EM); 
EERO SHER, 
"Df OA EEE RETE R OTHE jierepER EM, 
RLI Rio, 都 是 SOM 的 局 部 上 ip, Be. 
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又 设 mw 是 邦 约 束 门 折 10》 下 ,了 的 极 小 值 点 ， 则 必 有 入， oo Oe 
不 全 为 0, 使 得 | 
. GE NOE (ao) t2 MO AETIA 
证 明 . . 4 sE (0, 1), 定 尺 函数 
F(a) =max if{%) — f(s) +e, [gw) |, d=1, =, af, 
则 FEAR Lip, Be, IF AER, WE: FP (xo) 一 8. 
应 用 定理 1.4, EZ 使 得 oe, 
[so 一 sl Vs, (2.5) 
Plg) tv els—sl Fe) YEZ; (2.6 


注意 到 F(z) >0, AHA Pe), WALE fg, WA 


£(z,) 一 了 (wo) —e<f (mo); 这 当然 是 不 可 能 的 ， 而 (2. 昌 表明 拟态 

函数 pA Fe) 十 Ms 1% 一 zoj 的 极 小 点 。 应 用 性 质 (11) 可 得 
9 Op 2) COF) + Ve Bj. 

其 中 BREZ PAAR, m ees) 12), 


OF (z) Oo {af (e.), | ysl (x) || Lose) =F} 


CU | cobs.) +Ë 018m (e) | oi= tor, 
be -. oo Faic g0, > ot}. , l f + ' 


4 2 OR, Za —> Lo, HHG), BREA 0R do, Mas > Aa TE 
得 OC hôf (oe) +% ôg (Eo). 


oo $3 ease 
和 SRA BIS 
方程 问题 的 变 分 方法 ， 本 节 不 准备 花费 太 多 的 笔墨 于 这 一 传统 的 
专题 ; 而 是 把 重点 放 在 应 用 这 一 理论 的 新 的 技巧 方面 。 在 这 一 节 


举 了 五 个 铺子 。. 俩 1 是 经 典 的 , 主要 是 想 说 明 在 微分 方 稚 各 题 中 
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弱 下 半 连 续 性 与 强制 性 通常 是 怎样 验证 的 ， 例 2 是 凸 分 析 的 应 
用 , 连同 例 3 中 的 定理 3.2 ( 非 光滑 分 析 的 应 用 )， 讨 论 一 类 集 值 
微分 方程 问题 ， 这 类 方程 在 许多 数学 物理 自由 边 信 问题 中 出 
现 ， 例 3 讨论 非 线 性 本 征 值 问题 ， 例 4 介绍 Nehari 技巧 ,这 种 技 
巧 ,把 本 来 不 适宜 用 极 小 值 方法 求解 的 一 类 方程 ,设法 限制 到 一 个 
子 流 形 上 , 使 解 对 应 了 于 约 东 泛 函 的 极 小 值 点 BS 讨论 算 子 具有 
ARRERA HA, HAH S i 中 Ekoland 定理 的 其 它 应 用 . 
例 1 研究 下 列 变 分 问题 : 求 极 小 
J(u) =|, F(s, ula), Vulp de, 


uE EKO), l<p<oo, . | 

Hp FEC xR* xR), 3 Vee Q, F(a, +) CORO”), iff 
OBR 中 的 有 界 可 测 集 ， 又 没有 常数 >, 使 得 

F(s, u, Q>rl€l’, T BD 

Va, u) EAXLRY, FG, u, OM E EH. (3.2) 

定理 8.1 在 假设 (3. 切 与 人 (3.2 之 下 ,，v 达到 极 小 值 。 os 
证 明 J BRAK, JH +oo, 并 满足 强制 条 作 : 


| Fe, ti, Vu) sv | [Vu]? role] wy + oo0; 


4 |ubwy—>oo, 其 中 vo>0 是 一 常数 .关键 是 看 弱 下 半 和 连续 性 . 设 
5, > u(Wi(2)) 8, MW u,v E(Q))B. 由 其 中 可 抽出 字 列 , 不 
B43 id feu BE Bu oua.e. FQ, 再 按 Eropos 定理 ， Yeast 
J2, CA #84 mes(2,) = mes(Q) — 2, IF H. (e) UE A, 上 一 
Rik wx. + 
Ou {we Q Ta |< At}, i 

则 mes(Q\Q,,y) 0% 890, Mateo, Hu, rome 

J; ort, v) -f F(s, ule), oe), a a i 
和 J Tae, wu), E 
U J, alae 一 — ie HW) = (fs, HC,» aY — — al 5, x Cias wo 
Lani CERU w) 一 “de, a Ct, uj). 
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由 假设 (8.2) | 
l eo, MC Mn, tin) — Jo, (tla, t) 

> FAO tn VU) (Vn Vu) 8.8) 
但 在 Onn 上 ， | 

PA, in, VE F(a, u, Vu)— PI l 
X Vun Ve(IP(A)), BLL (8-3) RAR—>0, H noo, 即 得 
Hm [F e, a tin — de u (Hn, u)] P0 
BAR, 在 02, a ky 
F(a, tins Vu F(a, w, Vu) 一致 
所 以 lim J, (tn; w) 一 J ,x(w)， 合 起 来 便 是 
lim Je, un) Sda, w(t), 


RAW FSO, 所 以 Tin) od, ,u(tn)， 即 得 
lim J (tn) d ou (th), 


再 令 20, 于-> 十 cc， 按 积分 的 连续 性 ， To 
lim Jind (u), ; 
现在 应 用 定理 1.1, 即 得 结论 . 
$8.1. GDP p> 是 很 关键 的 。， 因 为 只 在 这 于 ， 
可 以 取 自 反 空间 WO), 使 得 J 在 其 上 是 强制 的 . 但 不 幸 的 是 
极 小 出 面 方程 问题 - 
min Í, Vir var 
loom @ A EANA, 
却 被 排除 在 外 . 
为 了 有 求解 象 极 小 曲面 方程 这 类 问题 ,在 使 用 变 分 方法 时 , EE 
利用 方程 自身 的 特性 , 特别 是 对 方程 的 解 作 先 验 估计 . 
例 1 对 应 著 的 微分 方程 组 是 (7 的 Boler 方程 )， 


$ e ja Tes, wo), Vule)) + Fa Cule), Vu(o))=0, 
. (3.4) 
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@—1, 2, ++, N, EHHA Rt 
lg =O, 
”为 导出 (3.4)， BEN Fu 及 Pey AHR RE AE FIRE, 例如 
设 p 一 2， mt E 
Fo, u, DIKOA wee. 


| Paw, uw, D |KO ful m+ E ) 
其 中 是 一 个 常数 (参看 第 一 章 85.3). oe 
变 分 问题 的 解 , 即 了 的 极 小 值 点 , BES (3 .全 的 一 个 二 ; 
Hs A T FOB BUR, ZEEE Fy BLAH (3.4) 的 解 的 先 验 信 计 . 
EA ORK RS, 我们 还 有 oO 
A2 BERR A SOA HERRERAN: 


|B) <0, HOt n= =z 


NAE 
| dusE [Bul —-0), Bu@) +0)] (3:5) 

ue Hin EA) | 

有 和解. 
证 明 考察 下 列 变 分 问题 : 

J(u) =| + ow), we HOQ), £86) 

其 中 | 
elt) -|. B(s)ds (8.7) 


#§3.1, 性 上 质 6° 与 推论 3.1，. i 
ED Cu), © | Vu- Vot+wils)-¢=0, VoE AA), 


其 中 wE [B(u(@)—0), BOU@)-+O)]AT, HUBRMTEN HE, 局 
者 导出 wE HMO), #E - | 
Aue (B(u(n)~0), Blu(#) +01, 。 
ARIER (B.6) AYR AMIEL, 只 须 注 意 9 人 的 是 下 方 有 办 的 连续 四 
AM MT ue PRE A ER EE Ze 
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ARME. 

$3.2 方程 (3.5) 的 解 , 由 极 值 原理 , 是 玲 一 的 . 

以 上 两 例 都 是 拒 所 求解 的 微分 方程 看 成 是 某 个 泛 图 和 的 Euler 
方程 . Ame RA BABAR RR. MeO 
问题 出 发 可 以 自然 地 对 应 着 微分 方程 的 非 线性 本 三 值 问 题 . 事实 
二 ,由 定理 1.5 为 求解 方程 

f’ (x) =Ag' (a) 
其 中 f, ge? , FI), RAE M, {26 Fg) =0} 40 E, 验 
证 g (2) #0, Ve M,, RER fly, HRA. : 

AS kacr BPR UA HK 域 ， hE OO 

Ri, RE Fa RH. 


- [Mæ | <0,+02|t[*, a< 248, (8.8) 
以 及 假设 | i 7 
hia, 0) =0, a (3.9) 
hw; D>0 Vito (3.10) 
考察 下 列 非 线性 本 征 值 问题 ， | | 
{eee u), (3.11) 
| ula = 0, 
$3.2 3c6>0, 使 得 对 一 切 eG (0,0), HHS1LOAR 
(Ac, Mo) WH EE: | 


| 人 ”ae Datdomo 
EW 取 空 间作 一 1(0), > 
f) = | (Vde, a 
四 -人 es wa) de, 
其 中 H (a, HD= | h(a, EAE, 
由 于 TAR, fg MAB HALA FEER, EL, 
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ER FARRER. BEM, Muu HQ), MARAE RS 
-HEM L.i, 


| H@, »(@))>f FC, u@), 
即 得 9 是 五 MG) 上 全 连续 的 ， 此 外 , 显然 有 
TO 
UR (P), =| Ale, ue))vs)de, vwe AKA), 
A Ti g'u) -8 二 wb( 由 条 件 (3.10))。 应 用 定理 1.6， 以 及 
(3.10), Feo> 0, 使 得 
Mo = {we HICA) |g(u) =c} #9, 


WHER Gn Me) GR? x M,, 适合 (3.11)， 现 在 证 Veo€ (0, co), 
Mith XE Al, ulz)) #0, Vue Me. 这 是 由 于 


tb Í, H (w, tte, (a) da 


32 (0, 切 上 的 连续 函数 , 24 t=O BY, HILO, 而 当 # 一 工时, 它 是 ou 
EI [0, col. MÆ M, 上, Aœ, w) «0, Kieth & i 

” (3.10) 扒 得. | 

$3.3 定理 S2h, HHS DLRLEK(S IONS, BF 
以 添上 这 条 件 , 是 因为 往往 把 (3.11) 看 成 一 个 分 歧 问 题 ， (3.9) 强 
调 出 , u=0 42 (3.11) ROE CVAE RD)， 有 兴趣 的 问题 在 于 寻求 非 
平凡 和解 (Xo， Ua). 

作为 非 光滑 分 析 的 一 个 应 用 , 我 们 还 有 

238.2 AAOR—-THMRR HEH. 6010) 
VER, 以 及 增 涨 性 限制 . 


|P | <oytealt]*, a< Ate (3.12) 


in $@) Amin{p +0), 6¢-Ojp>0 Vird, 
PO Amax{d(¢+0}, 6G-O)}<0 viech 
MEFE, W) E RHOD x (4PN AUD) WADER: 
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ul: a0. 


根据 同样 方 法 论证 ， 现在 我 们 只 要 看 下 列 局 部 Lipschitz 2% x 


gu) ~ f Dula) yae 
的 广义 梯度 ， 
FER D8) HY” RIE, 因为 
UD, = -T i ha SOE 
p(t)e, 42>0, 
| | {bce <0; 
Ro MMO IGE), EC). 
BW © GEOLOG, x), Ye 
而 OM) VWE—- THEA AOS), 所 以 有 
aPC) = (PC), BI, 
再 证 | 
,定理 3. 3 在 假设 (3.12) 下 ;作为 Je4a(9) Lane mg, 有 
Ag) KOM), PU). 
证 明 ,由 定义 ， ane hy—> 0 (L**1) E, 


hiat ava) 
(uy 0) miim fA MO Agtu dda, 
BE h(a) 0. - 多 处 外 从 而 | E 
gb, D) <| D° u), w(a))de 


== | maxiw: y(cy (we Ad (u(r) ) de 


mfg BME) + f y DEE, (3.13) 


# we dg(u), 我 们 将 证 ， 

O Pu) <w@) <6(u(a)), ae 
若 不 然 , WA- EWS HCO, EE EL, 

wa) <b(u(e)) RR wie) > }(u(e))). 


§3] .- KAS. 10% 
取 ofe) = —yeloy Al eRe iL ee, WR 8.18), 
+ t-f wides — | P (ula) da,” 


推 得 矛盾 . EJE: ww) <B(w(a)), ”| 
为 将 LFACQ) 上 的 广义 梯度 限制 到 EADE, REE 
定理 8.& g7, Y EBT Banach 空间 , POY, Be - 

CY, E D PA, FARA i Fo Y EE LE 

多 一 后 是 一 个 局 部 Lip. MA, Hid @-ela, W 

Of m0) CAp Gm) YET, 
证 明 由 $2.4, 广义 方向 导数 的 基本 性 质 (3) 与 (4), 
p` (e, OE 多 上 的 连续 Lip. Me, 并 有 
Ple, iep (a, +), 
再 应 用 8 2.4, 广义 梯度 的 基本 性 质 7, UREM 2.1, M3 
8G (a) C2g(zo) Ver. ， 
联合 定理 8. 3493.4, 可 见 (3.13) 定 义 M Hia) 上 的 局 部 / 

Lip. ZE g 有 | 

Agu) Ee), A) 1, (3.14) 
为 证 定理 3.2’, ARES (应 用 定理 2.8), 


gE 20 ( F | (Vuo}) ) + neg uo) 


Hy Ae 0, A en =g (e), c>0, 3 E, 车 入 =0， 则 
9 E ôg lio), wot RHBIODFE. 其 余部 分 的 证 明 与 定理 
3.2 相同 ， 

TARA, 不 仅 可 以 讨论 非 线 性 本 征 值 问题 , 如 (8.11); 
而 且 也 可 以 研究 不 带 参 数 和 % 的 微分 方程 问题 ， 在 这 方面 有 许多 技 
%, FEUER, 适当 添加 约束 后 可 以 达到 极 值 , 而 这 极 值 点 
在 去 掉 约 束 后 ， 就 成 为 原 汉 函 的 临界 点 。 FRR i ft A Nehari 
[Ne 十 的 一 个 技巧 . 

设 了 ECCH, RO, Ht A 是 一 个 实 了 HUbert a, HEH 
长 ,定义 一 个 新 的 泛 趣 
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gaje (fu), uw) Wee H, 
显然 , f RDR, MEA ft’) = 的 点 ， 都 在 集合 9-100) 
上 . 如 果 在 MAOLE, Stabe gu) #6, IBA 用 便 是 一 个 
Finaler HE, > 

站 全 -了 fw， 
我 人 
ERIO Bou) mb YuwE 及 则 了 (wo) 一 9 BAT 
df (vo) =0. 

反之 , WHE (gy (uo), vo) #0, wEM, 则 dE) 一 9 BET 

| fC) =. 
证 明 HF l 


af u) =t u) -AE g g u), 
定理 的 前 一 半 是 显然 的 , 反 过 来 , 利用 条 件 (8 u), u) 0 Vue M; 
WHEE CH, HAM 
Y= Mig w, 
其 中 (g Cuo), w) =0, 


p KF Cto), 9) 
《8 (Ctto) , to) 


于 是 (fuo), 0) = (E Cuo), w) 
= (dfw), ETSI), w) 
=), YCH, 

ENGE E (uo) 一 和 

Nehari 技巧 可 以 在 许多 问题 中 应 用 ， 今 举 一 例 ; 
Ae 考察 下 列 方程 


| — hesu’ F E), (3.15) 


utso =O, 
Hp ELO), QCR*, n<6, 
AFT 
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Jw -3 | o-a fw] fe), ve Hi), 
则 g= LCV) 4— foul, 


Rwy A (uw), wu) =2 l (Va) 8 | wf, fou, 
奉 设 


WEDE i 


Hp O FARA RE, 


(3.16) 


丽 和 是 -4 的 第 一 本 征 值 ; 由 97? (0) NAO) = 18}, 
事实 上 , 若 有 昌 关 只 和 90 NATO), 则 必 有 


| (Vu) 2 | u=? Fu 
前 一 个 等 式 导出 

| (vu)*<20° (| | Ya |? Y, 
Rp 


(| ww 站 > 起 (8.17) 
后 一 个 等 式 导出 


[o<], OKI! , vul)”, 
(| vu)? qt af py, (3.18) 


这 便 与 (8.17), (8.10 FÆ. 
为 证 (3.15) 有 解 , 只 需 在 M =g O EPRA J= ju, 事 
KE, 


从 而 有 


113 PHATE Re Po 第 二 章 


J Cu) = | [Vu [3 a fu | 二 | uë -4 | ful. (3.19) 
上 上 显然 是 下 方 有 界 的 ， BTR. 
J 满足 Palais-Smale & +, 即 
ti, © M, 
13 (AF, IT Ct, 8; 
SM. FEW II {4%}. 
= EXE, HS .19), 7 ATER PER: 


J(u) = 1 u” — 5 
则 
00 PD. (3.20) 


ik = (— 4)”, Wy 
J(u) = Ke D, f(a) =2u—-K (8+ Hh), 


HT) AA Hn GR, MATH, Tid tee 
(CHo). SW K(f UR K Gut Ra, 不妨 设 有 子 列 
使 g (un) > O40, Bil, ww 收敛 已 得 出 . 若 再 能 证 明 :， (i), 
g (Wo)) 放 0, 则 由 AT Ca —> 8, SHES SRI CAL (3.20)), 1R 
KE, MET Cin), G Cin) > 0, AR AI (et, > 8, 由 (3.20) W 


Ku SK f, 以 及 Ape PK] Bu" + fu", BA 


Jee" PQ | yt = 2 | re. 
EH (3.17) B38. 1S ORBRE SFB, RE u=, 
4 SAG 时, u' 40, PS. 条 件 验证 完毕 ， 从 而 M=g (0) E 

BR AMES wot BE (3.15) WME GIR g0) = —Kf#8). 

ep FO AE, JPR A a A= H, By 
等 运算 可 知 ka CM BB d=J(u.)<0, FRABOR MIL M H 
ga AJ- -co d], 便 把 6 排除 在 外 了 . | 

于 是 有 结论 ， 在 条 件 (3.16) 之 下 , 方程 (8.15) 有 解 utb. 


| yer r 


3 3] Bm 用 与 例 ] 


OS 作为 省 理工 .4 的 男 一 种 类 型 的 应 用 , 我 们 来 考察 算 子 
AAR a ee. 

设 A -ESk Hilbert 空间 H 上 的 一 个 自任 算 子 ， 有 了 闭 的 值 域 
RCA), Rik ¢, H -R 有 一 致 连续 的 导数 ， 并 且 是 严 属 上 西 的 . 假 
jE: l 

AMR a, E, y UR OC ROK BS y <u, 


(A) N (=a, 0) =9, (3.21) 
gt- cxga<y HL +0, (3.22 
定理 3.6 LAR, Ae RE Hb Be 


的 . 
证 明 1° 记 四 ;RC4)->B(4) 为 4-1， SP HE i 
Sk, WG" 也 是 是 的 ， 并且 有 G- 导 数 dh", US Ceo L) = AG" (we), 
h). SABE. 
J(u) = 4 (Ku, w t U), wER(A); 
则 J 了 连续 并 有 下 界 ， 事实 上 , (G2DAST | 
Ba, W> lui, 
Tish § 2.2 PEA 249815, (8.22) WAST 
| POP glo 
MUA Tu) > —O. | E 
2° A E ~ RES, Ye>0，38>0， 当 iz yl BE, 
(oe) e RS, 应 用 推论 1.2 于 本, eC RCA), E 
得 
F(Ru, 四 十 时 GD - 5 
>E (Ku, w) +p) — Slu—wl, Vue BCA): 
Susu, tih, RER(A), HSI 70 RA 
~ (Kus, P< ag" (um), &)+3] A], 
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Ç tne —Ku,—Pddé*(u,), Ep PBRRCADEMIERH B, W 
lus, FO v= Kut O Pde" u), Wee DA), HA 
COo Anm — t 

dp Cte) =v, — Ww, 
由 此 得 到 u,b" (Va — We), 
以 下 lAo t p o) 上 一 区 fo 一 让 (oo 一 ap | <8, | 

注 3.4 算 子 具有 稠密 值 域 的 问题 ， 肯 前 也 引起 人 们 的 兴趣 . 
## H. Biezis, L. Nirenberg[BN, 1] 以 及 Coron[Cor 1}, 


$ 生 一 个 几何 问题 


现在 我 们 来 讨论 一 个 微分 几何 问题 ， 设 < 于 ?3， 办 是 一 个 紧 致 
的 光滑 2 4 Riemann 流 形 ， 具 有 度量 g= (g4). FM? LEER 
有 一 个 与 g 逐 点 保 形 的 Riemann EE g= (Gg, 使 得 它 具有 事 
4c oho RJ Gauss 曲率 K (c), 在 微分 几何 里 ， 我 们 知道 ， 为 了 两 
个 Riemann 度量 是 逐 点 保 形 的 , 必须 且 仅 须 存 在 名? EWEN E 
th o E geg, | 
FE k(e) CO" (M) 为 对 应 于 9 的 Gauss 曲率 ， 认 E)E 
O° (01) Foe REF g BY Gauss 曲率 ， 上述 问题 化 归 为 对 给 定 的 名 
K, RR o REA: 
Ac =k) KE (ae, 2EM?, (4,2) 
而 其 中 4 是 (03,9) 上 的 Laplace-Beltrami AT, | 
BER ODER NM H Enler RHR, AAA Gause-Bonnot 
| K(a)aV =2 mx (M). 
汶 了 (4.1}) 有 解 ,下 的 符号 自然 应 当 有 所 限制 . 
首先 我 们 把 问题 (.4) 作 下 简化， 求解 名 E 开 六 因 ) 使 得 


ho 一 太一 天 一 | bday/vol(m), (4.2) 
再 令 o=2(o—w); MDAX 


FF FRO FOE 


$ 43 - -个 元 何 问题 115 
dy =2(b — Ke) 2p) 
ae 2h ~ 2K e+e” 6 — he”, (4.8) 
其 中 e 一 站 B—- PMH, Mh 2kKe* BEM, 单独 考察 方 
程 (4.3), 即 撤 开 常数 ce 与 区 数 吕 的 几何 意义 , 直接 讨论 方程 
Ay =e— he" 
的 解 , 其 中 c HS, TACO"), 有 
定理 县 .1 kM), Wy 
(1) sup A(s) ~>0, 
(2) Jeth)>0 23 O<e<e(h) Mf, 
方程 (4.8) 有 和 解 EO CON), 并 且 有 估计 
oh) 28/volQ), 
其 中 所 是 一 个 与 亚 有 关 的 常数 ， 
关于 甩 的 意义 做 看 下 列 Trudinger 5[ 4, 
2j 4. Í (‘I'rudinger) HB u € WiMP), | Yul cw =, 
f UO 则 必 有 常数 B, 7>0, 使 得 
‘a dF ey. 


证 明 1° RvECT(D), HH D ER 中 的 单位 图 盘 . E, 
Vp3e2, AR 4 vp 无 英 , 使 
jelea p Yele, 
事实 上 , g Cobor 表示 


va) =- 人 Vol@a—y) rik dy, 


Yaga 
T oia jy aa, 
令 2 -| 


则 由 Young HEA, 


1 
bol = sl Vg 


Ü, lyr, 


1 | -t 1,21 
<LleleiVele, 于 < 地 一 全 + 


de Himes nsyi [ata 


| 二 dy r 2 号 一 了 ? BL 
= ier \ 站 (3-2 ) Sáp)” E, | 
PRR RB cB o a Sa 
TS folgas piola i 
2” 利 用 单位 分 解 ， 4 一 总 (eula), K xo E E D 
HERE in MAE xe 的 估计 化 归 O03CD) 上 的 估计 ,有 oo 
julm Sep? P Cvsdacn led vam : 
Heliul = AY 
又 因为 | uO, 所 以 有 Poincaré KER: 
fesen el Velem 
{A (4.4) 93 
‘Tee [acon op | Vte] em, 
HH o Gp, u 7, E 
3° Jay ov Vm £. rhu liie < R A 
u PBe 
推论 和 .1 FERME Ry ESV RR a>, 
| “lela <7 exp ee) 


证 明 3 a= | Vuke, v= (u — u)/a, Hh u= omy f tb, 
M v=0, JF H aa| v| <Se"+ (aa)?/4e, HoP BES] Be 4.1 中 前 党 
er. 
Bes TR GE EGS EA Pe SD ae, 更 确切 地 ， 
MP TE Finsler JEE ENZ K WotR 7) {fal i, 
引入 这 项 
Jo) = \ (Vo) -+ Cu 


以 及 约束 条 件 
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M-{ ve WiCm) f hee AV =C vyo! ah, 
我 们 来 证 明 ， 

1” 六 是 一 个 非 空 的 , 琵 闭 的 Finsler 流 形 ， 

2° Fly FERS PEER, 

3° Jiu 是 强制 的 

4° Lagrange ÆT N=1, 

引 理 4.3 BE x, —uo(WHM)), M ee" (EM), 

证 明 HAN SEs Oe 


Joy je" — e" 让 


-Í gro | gnm» bt — 1|? 
<f er | un — vole oo, — tis! 


<(f are Ys “ul 
< 人 jd tte)" etal 
RR RA Wi) > LACM), 得 toje —>0, 此 外 ， 由 推论 
4.1 可 见 前 两 个 因子 是 有 界 的 ， 
4.2 moro g(e)—| me WAN) 上 是 OM, 
Sree go), w= he” wo, : 
1° 因为 6 法 0 以 及 sup ht%) >0, 所 以 M+ FE PS 


的 Finsler TIE 
2° S(O) WEN, 它 是 一 个 线性 泛 函 与 一 个 半 模 的 平方 和 ， 


RRA THERA, 
WEO) 是 强制 的 ， 事 实 上 ， 


I= fvw (Cu+ OT) 


-4 (Vu)? + Covo (W), (4.0) 


iié 极 得 理论 与 凸 分 桥 第 二 次 
其 中 w~v 一 5.- 但 oe 
| a Je -fre Te voi), 


所 以 
$<In EO vol (YI -mÍ a [fae], (4.6) 
即 得 Je) -| SY" +O vol (M)In [0 vol (®)] 
| C ovoi(m) In [| že"), 
利用 推论 4.1, 还 有 


J(oy={ wto vol(M)In [ye 18] + Ha 
>(1— T ) | vl + 常数 ， 


3 U<28/vol(M), ELI full’wim=|Vuliead-|B]2?>00 GE 
Fi (4.5) 49 (4.6)), BT (Cv) > + 09, 
4° # Lagrange RT A, RM1.5, 有 和 使 
7 a J’ (v) —Ah-e?=0, 
Bi oe — Ao +O — Ahe =0, 


便 得 到 ，，， af heef 0—0 vam), 


所 以 OL FE IRA Ee B= Lg 1.5 BNF (2. 25) 58 
后 , AUR A ER #2 FT SE, HE K ECO”), ADE 
mie R i 
4.1 J. Moser 曾 拓 计 出 M =S (球面 ) 以 及 户 (8 At 
平面 ) 的 Trudinger S| lh Ay Ae GE A Be = in (Se J. Moser 
[Mo 1]). 
加 到 原始 问题 . 定理 4 中 的 条 件 (1) sup h(a) >0< 


sup K (x) >0, Æ (V >00 KA TF, Ak oR FF AE 了 的， 而 条 忻 
Gpo =f RIVO 当然 应 是 正 的 ， 所 以 条 件 (2) 中 的 
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O<OR)FSEREM k, K 的 限制 . 
现在 再 考察 x CD) 一 0 的 情形 , 有 
定理 生 .2 ptM =, Mi YK EOOD M, 
D K=0, RF 


(D KEB, H| Kero, Khu., 


两 者 之 一 , WTR 4.8) AR, 
证 明 和 定理 4.1 前 证 法 一 样 , 介 考 办 泛 函 


TORRIN (vo dF 
以 及 约束 ( 当 K #0 BY) 
M= pew: (DO 


Jfa he" dF = =f pa = “0|. 


in A EM, gue) 一 [297 以 及 go) =f her av 
生成 的 . 按 引 理 4.2 以 及 假设 2, M Je Finsler-C’ Hit, FS 
KH. BAT) PREM AR. BAL. 
H RMB mC M K Lagrange AF A 4 yw (RTS ，. 

— Avg tite’ +u=0, 
由 %E 型 推出 只 一 0 以 及 


X | nay =| (Too) >0. 
mt T : 


从 假设 f RAV <O HE A20, BA y 为 常数 1n( 一 和 %)， He 


w 一 wo 十 7， 这 就 是 方程 (4.3) 的 解 . 

若 五 二 0,， 则 4 一 常数 显然 是 解 . 

$4.2 CHL2hHORDARRA E ARG.) A R 
的 必要 条 件 。 困 为 由 Ganss-Bonnet Ax, HK#O, ME me 
导 。 此 外 ,车 4 是 他 .3) 的 非常 数 解 , 则 


2f Ke 一 | h= -fe "dv= ~fe-*| Vo "<0, 
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$5 学 量 面 上 Hamilton 系统 的 周期 轨道 


RAR RHR KR LEORA. 下列 方程 组 
mæ — He, p), . 
{ene p) | 7 
(z, p)CR"x R", 4H Hamilton 方程 m, Hie, p 称 为 是 
Hamilton $8, ARTS] ATE 
z= (a, p), 


0 — 


其 中 Tgnxn 单位 纸 阵 。 《5.1 可 以 简写 为 
—Jz= H’ (2), 


(5.1) 


REO 
. s= J H'D, (5.2) 
Jgrad AR LAREN | ' 
对 Hamilton 方程 组 经 常 研 究 两 种 类 型 的 周期 解 问题 : 
CI)》 给 定 周期 工 , 求解 z WED. DAAR e) 一 gtt 十 
T), E 
CIE) 给 定 能 量 , 例如 是 实数 O, 求 满足 (5.,2) A eC), 
使 它 位 于 给 定 的 能 量 面 上 , 即 Ae) =0, 
所以 能 够 提 这 第 IL SB, 是 由 于 Hamilton 方程 组 是 保守 
系统 : E 
L He) = (HO), a) 
: = (A(t), TH =0, (6.3) 
PAPUA reft), 能 量 一 一 Hamilton 函数 是 守恒 的 . 
有 一 件 事 对 于 求解 这 个 问题 是 特别 值得 注意 的 : 在 和 = 
H-O 上 的 周期 轨道 20) 实际 上 与 函数 吾 () 在 过 外 的 行为 大 
关 ! BA FY 
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3185.1 # A, H,¢01(R™, R), ocR', T-H“C) 是 
Sit, MH H|s= As, 以 及 
E'|s#0, Ai|s#9, 
则 | ie JHC) 
jm THe) O EA 
WED EARTE RYO. | | 
证 明 由 假设 ， A EO(d, RY) 适合 
D2) =p@ Ae), Wee F. 
MAW o(2) #0, it > BRA, AR m, MO, . 
m<p@al, Vee 2, - REE (13013 
EOE PHU RERA BL FO 7 
- z(t) =g08 (é), 
其 中 OR 是 按 下 列 方 式 确定 的 , 先 解 方程 ， 


。 1 | | 
o Teh =. (5.6) 
c(0)=0, | 
由 于 (5.5) 以 及 (5.6) 的 右 端 是 有 界 连 续 函 数 ， 记 以 方程 (5.6) 在 
Rl 的 任意 和 开 区 间 上 有 解 。 RRR. RB eo) 
poo %4 itooo, Hel) 有 周期 T, 便 一 定 存在 r>>0 使 得 (3) 


=F, $ 
o=[£ Jr e(e-[4}>) 


其 中 [ JERAR MW score’, RD, sO) = 6. 
在 这 里 , AA t=jr, j=0, +1, +2, … 外 的 可 微 性 是 要 检查 
的 ， APNEU KIRE tor AA s Bl ek, ae 六 为 | 


Fe, 8; ROR 站 和 一 MSF I, FTA XL; 
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. 1 7 

| GG 
s(0) 一 0， 

则 有 z =g (208) =J AY (2), 

GI K al 一 z(0) E E, Pa FEAL EE REO. K 

理 证 明 反 过 来 的 结论 ， 

这 样 一 来 ， 在 了 上 的 每 个 (5.2) 的 周期 解 都 可 以 由 (5.4) 的 周 
期 解 得 到 . 根据 这 个 绰 理 我 们 可 以 针对 能 量 而 ， 修 改 函 数 互 ， 
PGW 2 ASEH, 但 却 具有 便于 处 理 的 形式 ,例如 说 , 当 

Le FE (Ce) FE — A R H e i i 
时 , A CA BF S| ewe Hamilton mA. 

DED. 设 HEOR”, FD, $B Q=—{eCR®"| H (e)s 
ETAR OTIS a ER, HAH |rt, EmA 
HFE BG OTR”, ROBE 

(D az) =Ma(z)>0 VASO, ERA, 

(2) a(z) EER, e6) =, 

(3) a (1) =F, 

证 明 RR p@) 4 OW Minkowski j2. inf{A>Of2/A€ O}, 
并 令 a) ape)" ERRED ~ (3) 都 被 满足 ， Braco", 基 
因为 A’ (2) -2>H(2)-HO)>0, wes. FEMA BRACE, 


AMER Yet 是 了 -8 TALS 而 


mr) 
是 连续 可 微 的 ， 
定理 和 .TI 设 五 一 吾 -( 的 是 一 个 包 售 8 为 内 点 的 严格 紧 旺 集 
的 边界 ， 叉 设 五 '|z 关 全 WHET SO 使 得 (5.2) 在 加 上 有 以 了 为 
周期 的 解 ， | 
证 明 1° 考察 Hi mna a, AA~-RS6, GEO 
严格 凸 孟 数 , 并 且 


alz) = (2|?/ 


g= (w) w= H Ce), (5.7) 
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于 大 为 求解 : 
z=J H;i), 
HOPKINS RHR 。 
yo}, avo we HE, Re) 
yw) —<w, Jud = -o 
因为 <dg(w), D= 2XxJw, o>, MUE g a), dgw) «6 并 
BhA 86.3, gim. 
又 ， CAJ (w), o> = |" GC FF ode, 
所 以 上 只 要 w" RA, BA Lagrange ÆT A HE 
GU — Sw") = dav” 
sc H a0, BETA, 5.7) 得 到 — Su - HO =8, 25 
w Egi mF A. Faw", (El 
gt A HG, 
WBS T= 2a, UE t = A), PRO. OT OM, 这 个 
EEEE BS ERE 
in Hi(z(t))di=2 | Hedi 
= —2¢J2, D =2r, 


(5.8) 


从 而 EET =2. 

r 现在 来 看 极 小 问题 (5.8). 

由 于 是非 负 晤 函数, 所 以 显然 有 下 界 ， 它 又 是 HS, R”) 
EEES E, 从 而 由 定理 .2, 它 还 是 强 下 半 连 续 的 . 如 今 g) 


HSE SEIN, 这 是 因为 ， 当 w, -一 > w HAS, R)) BE, a> 
w(EA(S*, R*)) 强 , 从 而 Cte, Tew, J ww》， 表 由 于 
mig *< H(z) <M |e], 
其 中 om, MARR extz) 在 单位 球面 上 的 极 小 值 与 极 大 值 ， 所 以 
ii Se a A ROPE 
: 1 


l Í 
ge SG) < Siw", - 


124 noi BRB SP sot O [第 二 章 


4 as . 3 as - 
推 得 f, a Jodi | leu] dt, 


RAEI) 上 ， 不 能 有 常 值 函 数 ， 所 以 (|， lad) 与 


HS, R") DREE HE. 这 就 推出 J RE g LE 
WAS. ARERR 1.1, 得 到 极 小 问题 (5.8) 的 解 . 

““ 注 你 圭 ,利用 同样 方法 ;-F. H. Clarke, I. Ekeland[OB1] 1E 
到 次 二 次 站 Hamilton 函数 的 Hamilton FHA HSE EAR A 
期 解 的 存在 性 . 正 是 ， 

定理 5.3 设 HER”, RY) 是 一 个 由 函数 ， 满足 (8) = 一 0， 
H(2)>0, 4246. SEA TE it, K, 4 及? Kokig “ 


,ODL VER”, 
LORES K le)”, 当 ata Jel <n, ， 


my vre (各 小 下) 存在 DL 29s ELIS A a 


a(t) BRR hoo 使 得 
+: =Ja(t) CAH GH), a.e, 
Hat) =A, Vi, 
l A<2akT (Qa — kT T, 
$5.2 P. Rabinowite[Ra 4] AAI TERE T% F 
EE DIAR. 其 中 H 不 必 是 凸 的 ， 但 需 代 之 以 假设 : = 


[TERM H (a)i # BIER, FH df, aa E ES 的 
ladies OR 
评注 与 参考 文献 
gt 定理 1.41.3 BRR KER. 冯 德 兴 [ 玉 CF RMN 
点 的 存在 性 定理 是 Ekeland {8p M, [Ek 1]. Palais Smale A-F 


Palais Smale [PS 1], Jliocrephus 定理 的 证 明 仿 BrowderLBr 3], 
p2 锯 函 数 的 材料 取 自 Ekeland Temam[ ET 1], 14% Breais[ Ere 1], 
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非 光 请 分 析 部 分 着 F. H. Clarke(CiP 1) EL oka pe [Ch 4). 

§3 例 1 取 壬 Berger[Be 1], Aa f3 We Browder[Br 4], Liong Lio 
IJURCO 4], Nehari 技巧 杞 源 于 [Ne, 1) 但 这 里 的 例子 是 新 的 ， 
例 5 是 参照 Willem(Wi 力 改 写 的 . | 

4 #3 Kardan Warner[KW 1145 M. Berger[Be 3), 

$6 2 | Hamilton 系统 的 周期 轨道 存在 性 首 见 十 Rahinowitz[ Ra 
4}, 地 在 更 为 一 般 的 条 件 下 一 一 等 申 面 是 一 个 星 形 区 域 的 边界 一 -证 且说 定 
理 5.1. 这 里 采用 的 是 Clarke (CIF 区 的 方法 也 可 以 局 下 一 章 的 山路 引 理 
给 出 这 个 定理 的 证 油 , 见 Amberosetti[Am 1]. — 


SR 极 小 极 大 原理 


极 小 极 大 原理 是 确定 泛 函 临界 值 的 基本 手段 之 一 ， 它 的 依据 
是 形变 引 理 , 艺 若 函数 在 两 个 东 同 水 平 售 之 间 没 有 临界 点 , 那么 在 
一 定 条 性 下 , 其 中 一 个 水 平 集 便 可 以 形变 收缩 到 男 一 个 去 ， 泛 函 
水 平 集 之 间 的 形变 是 通过 与 这 泛 函 有 关 的 向 量 场 规定 的 流 线 来 实 
现 的 , 这 些 内 容 是 31 的 主要 内 容 ， 在 这 一 节 , RAD HH 
向 量 场 ， 分 析 PalaioSmale 条 件 所 起 的 作用 ,然后 建立 起 两 个 形 
FEMEL. 与 1.6)， 定 理 1.5 是 一 个 形式 最 一 般 的 极 小 极 
大 原理 . 通过 对 映射 族 类 的 分 析 , 我 们 可 以 从 这 个 一 般 的 原理 出 
发 导出 形形色色 不 同 的 极 小 极 大 定理 , 并 看 清 它 们 之 间 的 关系 . 

机 路 引 理 和 它 的 各 种 推广 是 一 类 极 小 极 大 定理 ， 也 是 极 小 极 
大 原理 的 一 种 具体 化 , 因为 这 种 具体 形式 在 应 用 中 比较 方便 ， 近 
年 来 在 微分 方程 的 研究 中 起 了 很 大 的 作用 . 在 82, 我 们 统一 地 从 
环绕 概念 出 发 得 出 一 连 串 定理 (定理 2.1, 2.2, 2.3, 2.3’, 2.4, 
2 .外 ， 其 中 最 简单 的 形式 , 定理 3.3,， 即 是 最 为 广泛 使 用 的 山路 引 
A. BS, 我 们 还 将 导出 这 个 定理 的 一 种 对 侦 形 式 { 定 理 2.6). 

$3 和 了 4 都 是 82 中 抽象 定理 的 具体 应 用 。 山路 引 理 和 更 一 
般 的 环绕 定理 被 应 用 于 超 线性 袜 贺 型 边 值 问题 , 共振 问题 , 以 及 一 
类 发 展 方程 的 周期 解 问题 。 通过 这 些 应 用 ， 读 者 将 会 了 解 到 临界 
点 理论 中 的 各 种 不 同 的 几何 形式 是 怎样 与 具体 的 分 析 问 题 联系 起 
来 的 。 
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$ 1 伪 梯 度 流 与 极 小 极 大 原理 


H Z 是 一 个 Banach 空间 , 于 oR 是 一 个 07 函数 .下 述 
概念 与 第 一 章 53 中 的 陈述 是 一 致 的 ，zoE 他 称 为 是 临界 点 ， 是 
fi: a poya M 


tia) = 
记 Kim dee FNP (a) =O KHER, OER! BR No IR i,” 是 指 
f-1(0) 几 下 类， PAHARE A i. 2 Fa NK, FZ 


HAAR ES, ia K= {2E K |fe) meh, f= {EZ |f(@) 
<c}, ARAKEA. 

函数 下 车 有 极 小 或 极 大 ， 对 应 的 极 值 点 当然 是 临 异 点 ， 然而 我 
们 关心 一 般 的 临界 成 。 所 用 的 判定 临界 点 存在 的 主要 方法 是 考察 
f,, ER! pi a 变化 时 , 其 拓扑 结构 的 变化 . 而 空间 的 拓扑 结 攀 是 
通过 同 耳 关系 , 或 者 同 伦 等 价 关 系 来 区 分 的 . 
=- 投 召 是 一 个 拓扑 空间 ， 两 个 连续 映射 be ds, HOE RAR 
MCA, 是 指 存在 连续 上 映射?，[0, 1] x HH, HO, +) —do, 
t(l =h. WHE pogo HPSS E, 了 称 为 是 同 伦 等 价 
A, EHTE HO, FOP, UREA, Fon, 使 得 
geo pede, ipo ~ida, 


1.1 HES | 

为 了 建立 水 平 集 之 间 的 联系 , RNSRIW RHA. BZ 
是 Hilbert 空间 时 , 很 自然 地 ,可 以 利用 灸 梯度 向 量 -f e)k 
生 下 降 流 ， 

zt) = —f' (0)). 

但 这 样 做 ， 一 站 要 较 多 的 光滑 性 , 例如 fE O°, 才能 保证 流 
的 局 部 在 在 人 忻 ; 二 则 不 能 直接 推广 刘 Banach 空间 上 去 (四 为 
PEZ"). Ak Palais 引进 了 7 


ion BLRARE [第 三 童 
定义 1.1 伪 梯 度 向 量 马 (hseundo-gradiett vector field), 称 
V, ZST 是 的 一 个 伪 实 度 向 量 场 ,如果 
(1) IF C) | < HE (e) fans 
— OQ) <P), Vay IE Cw) se, 
HPDE BO 与 多 RAA. 
w 1.1(Palais) 设 EOZ, R), WEES f 的 一 个 倘 
rE eH. 
:证 明 a Nae, wi f'(e) sg HewEeR, joj ERr .. 


KCJ wre 2. tf (ay yt 


令 | -3 z E Ca) ee, 
7 ef elt’ a), 
i | E (wo), v>> [fou P 
HBE 连续 ， 所 以 有 eo tI Un, 使 得 
人 
KE C, .0 E Cw) | 
2° AAF AGRA, 而 {0 oE k F ARAE. 
FBE- TARAR MAMAU. ieE 分 ,4 是 一 个 指标 集 : 人 
pale) =disi(e, (U29) a&cl, 
Hoce, R), HS 


ii = Pa (S) ce 4 
Bale) = st ay “EA 


BLU. WRT T 前 一 个 局 部 有 穷 覆 益 所 以 分 母 中 的 级 数 
PORES T ELNE: 
o vw) = PA Ba (e) "Tas 


其 中 va 是 在 点 wo 处 , 按 第 1 PLE XI, ales (1.4) 的 同盟 ; 
3° 容易 验证 ， 


4ecU, (LD) 
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EOIS Bal) Jeol LA 
£ tw), u(a)>= Ew, Va? Bale) 


> |P)". 
‘BAR 样 定义 KI BRE RT 止 一 个 . 


+ 


1.2 伪 梯 度 流 与 形变 引 理 
i) A} Bh BE RE 1a BE 可 以 产生 f 的 一 个 下 降 流 天 求解 。 , 


XQ) =-V (XG). (1.2) 
这 是 因为 , Veo GT, PHA | 
fOr (1.8) 
GO) =o | oe 


的 局 部 解 总 是 唯一 存在 的 , 并 且 沿 流 线 G), ` BA ef) # 
下 降 的 ， | 
T fE E), 6? 
——<f'(e(t)), Ve) 
| | —— [fom 1? (134) 
PNM BEL, CR, pia 的 变化 。 特别 是 要 想 证 
o fla, AK Om, MM a, o 之 间 没有 了 的 临界 值 内， 
拓扑 空间 fy t; fs Jee ES ares, 确 场 好 说: fe Æ fp 的 
Wea l 
定义 1.2 # ECF 是 两 个 拓扑 空间 ， g JE 的 一 个 ree, 
称 连 续 的 f: LOM TR, 如果- 
ri 
dor oy, 
Jp i, HOF 是 内 射 ,而 好 表示 局 同 映射 . 
Th EZF HET -TESKA ” WARI E EF. 的 一 个 
形变 收缩 态 (deformation retract), 
MH ET (0, 1] x FoF 连续 ， WE. +(0, +) idr, 


本 .rr PH el 


130 RE EES 
tl, J=ior UR erlt, y |a~ids, VIE [0, 1]; ME r 为 一 个 强 
iA E, OOO 

PRA ALA 1.2) 7° ey TEM OE f 收缩 到 ff 上 去 , 困 
难 之 处 首先 在 于 (1.83) 的 和 解 只 是 局 部 的 ， 如 果 t-1[e, DEAE 
空间 , 利用 紧 性 , 可 以 把 这 些 局 部 流 拼 成 整体 的 , 从 而 实现 这 种 形 
Ak. EER f, 四 是 紧 的 ,在 应 用 中 有 时 是 过 强 耳 。， 为 了 
得 到 HME RHE, 我 们 还 要 用 到 第 二 章 $i 中 天 进 的 Palais Smale 
RH. a o 
f(w,) 有 界 
P(e 

对 于 满足 P. S. 条件 的 函数 f, 有 

性 质 1.1 车 f 满 足 P. 8. KH, M Vo, bER',a<b, RR 
fis, bl NE =Ø, 就 有 EQ; pÜ, 使 得 

lf' Ce) ls0, Veet“ [a-do, b+), 


ER META, ancl la, b+ 5], n=1, 2, o, 使 


44 f(e.) 0 4 nco, HP. S. SH, le} PAF 2,22", 
MER f(a") 一 9 ER aE a, D] AES fia, b] NK 9 
a: : 


(P. 8.) i (1.5) 


tem 1.2. SIREP S. 条 件 , M Ye ERR!, EERE O 
证 明 ia} CK, Wile) =c, f(z) 一 上 ”由 了 . 9. 条件 , 
AKAT F] Pu >B", 显然 aC Ko 于 是 K, 是 紧 的 . | 

HAH 1i. ASO EAEN, TR fw P. S, 
Se HELa, 日 门下 == 时, 可 以 用 网 量 场 

apes WOSE) 

freee Vie) $ 

31E 1.1 BTEC, ROME P. S. eA, HAT le, b] 
NE =0, M Vee i a, b HA 
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oy —-FCo(t)) 
pe TPO 1.6) 
a(0) = To 
#6 Ee, ARAKME (0, Ta), 其 中 Ta BAAR, HLW 
E: Koa —0)) =a, 
证 明 ”由 第 一 章 $ 1.4, (1.6) 有 极 大 半 解 区 间 ， 由 于 YtE 
[0, Te), Hd? lo (Te, ~-O) >a, 则 由 性 质 1.1, 
£(0(t)) — f(a) = — | KE Cale), G(r )pde<—t, 
可 见 Ta 必 是 有 穷 数 ， 注 意 到 | 
if ewani] peasy dec tit), 
PELL HTa- OR, oft) 有 极限 存在 ， 记 作 0o、 当 然 还 有 
fo) >a, 再 应 用 性 质 1.1, A aE oC) AT ERE HR, MA 
5 Ta HRKIEP EB. 
从 这 个 级 理 推出 ，YaoEf -itw, b1, FER- RR re, 0 8 
本 
fora) =e, 
我 们 把 它 称 为 到 达 时 间 ， 
311.2 BAM MH crs, fla, DIR 是 连续 的 . 
ER NBA, PML AHR OC) YR OCF, zo) 以 
强调 流 依赖 于 初 值 ; 那么 tre, 便 是 方程 
fict, ro)) = 
的 解 ， 由 于 
-2 Elot, vo)) Nir, 
SECO Tama Wo0)), OTe >< —1, 
由 隐 范 数 定理 , 解 1 一 rs, 对 so 连续 依赖 . 
定理 1.2 设 fEO(2, FE), WE P. S. gth, Lita, FER, 
(8 ENE Ia, 6] =0, Wl f Fe fe REER, 
证 明 1° Al c(t, RRD. IFS 


132 Hh SER ALB C EEES 


Bos “meh, 
nit, zo) = {ors Xo), 4 oC RAE, 


Mn [0, 1] x feof, GRRE: 
er A IO, wane, 
nd, wen, 
J pli d=, IVC, wE (0, 1x f. 
MARIE n ERM, WR ?一 9 -), r PH, 从 
m Es h KGR ERR E, 
2 证 ?连续 . 
在 [0, 1} xf, 内 的 连续 性 是 显然 的 . 
在 [0, 1} = Gi) 的 连续 性 ， 由 常 微分 方程 解 对 初 值 的 连续 
BITE, 以 及 的 连续 性 推出 ， 
RAEE, 7) € [0, xf :Cg) 上 的 连续 性 ， AG . 
Ye>0， 要 证 存在 3>0， 当 je-yl| <ë H, [e—n,wi<e 
vite, 1], HP f(e) =g, 
yet, Hy ô= s BITY, 
车 yf, 出 ; 
In, y)— el = [ot, y) ve: 


，. mt oe . 
ee 


tt Le, re). 


由 fa 的 连续 性 360>0, 当 |y— e] <ð 时 ， 


Ty Pe + > oë. 


Ver C f,, 


md-minls, è of 即 得 
In, -elce % le—gl <8, 

O BELI 在 定型 1.2 的 假设 下 ,YeE (a, d), FAM [0, 1 

KWH ERE, HE, | | | 

KO, +) Sida, / 0.7) 
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n(t,.») [f = idf, (1.8) 
C1, ECE, (1.9) 

Ea 2))<f(2), VG, mE x (10 


证 明 Veei[s, b], H re Reo, w) BhA fice) KRE, 
— 8, Em Ahk TCAE, 令 ta = Bete; 则 


| 7 xG¢f*[a, b], 

n(t a}—= io (2 Bt a) wef fe, b], 
ł i i * F + 
ort, 2), sE Te, e), 


AM TRR oC, ©) Sik E Go) 的 时 间 与 有 之 和 ， 就 是 所 要 求 
的 . 
定理 4 在 定理 1. 2 的 假设 下 jY[s, dEi, b), fete FIE 


Pat, Fa 2 满足 : 
n joram od CERRI (1.21) 
7, frof, ALE; | (1.12) 
fin(a))<f(@), VeE2, (1.18) 


证 明 Yecf[a, b], H -as ös BR ROG, s) BIA 
fd), f(A. Bes Ys HBX eH 1.3, > 
t= H,-- me， m= st Ôe, w= Bot Yr. 
并 令 | 
x, wt [a, $b], 


' m-i “ar. 
ton (Ee o, ect, 8, 


lo (SE D +m Be, 2), wE, d, 


元 一 了 


RPDE WEC. 42), 《1.13) 并 县 是 同 肥 AEC. 12), 注意 
aj, Hid a—o(— Be, 2), M | 


iat. RUN AOE o Cora 
F( C (29 e- t) +m— Bs, 2)) 

=f (o (ZBan, 4) 
SRo (m, £))=0 


当 B21, 即 | | 
cfe, d], 

Bn kon RAG m Slam, Mer dez 

H), U y ES OER f 5 fs OR, 


1.3 ” 极 小 祖 大 原理 
| RABBI A> EHH RAS EP a 

定义 1.8 HREOC, R!) We. TE) EHA. 并且， 
Va, DER, <b, WR KP a, b] =H ARS 

(1) VeE(a, b), Ih, (0, Ix 2@>2 ee, WHAT) 
(1.10), WR EAA Bake EA; 

2) VE, dc, 4), 3 TLE n: LX 满足 (1. 11) ~ {1.13), 

MATRAN ERA. 

”引入 一 些 映 射 族 ， 

Pom in, Lok EE, 
P'e {nE O |n~id}, 
Of) = {nE Pnl id |tt | 
Ph, »(£) = {ye @* (Ale, dja, 使 得 BE 
CE1 i5 ERE, 
BOEl, 4n. [0, 1] x (OK 
| BOR CL.7) ~ (1.10), 1E p= OF, 

ta, b, dR, 

EXIS RFRA HM-+TSRER OR YX thr 
WR: RF KR OAR EY, ME VPC, VEG, GP PEF, 

FN ARK SR BELA HEWA HARTE, | 
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MLS Minimax 原理) Ef ZR, BoA ats aH Jie 
REAR). FRI 的 一 个 子 集 族 ， 令 EE 
| tp f(x), T.14) 
如 果 : (He 是 一 个 有 穷 数 ， Bo 
的 HOSO NR F RT: PaE) OR Dha cin ED) J AE 
的 ; | . 
WB ch Fk TI — a A. 
EA MERA, Fe C(O, e) 使 得 ENE [e—s,0+-8] -9, 
取 Foe F 448 


sup f(s) <0 +-5, RE Foot agi 


fE F TRARA E EEE), 所 以 有 [0,1] REFE, 
7 (0, -) = ila, n Kt, y | ,= te... Cé, Potea) cf,. 23 ne 
ft, e) <k(a), Mit p= nC, ems ODORE Me 7， 
X 适合 ， 7 | op lra—r Fe] = Wiper le—eecpsys ts f +Ë > foes, ee 并 
f(z); 从 而 nE Peace lE. HARB), PEF. (sen Po) 
EF), RART | 加 

ex aup fis) K<o— 5 

regi Fy) 


(或 用 w(tF0) 优 BLFo)， 这 便 是 一 个 矛盾 . 


前 面 引进 的 映射 族 之 间 有 如 下 联系 ; | . 
ROME) Nec (f) co, / (1-15) 
Dh (HoH, | (1.16) 


ELI 注意 到 : HO, VERRI EACE, LA 
到 是 一个 子 集 族 ; 那么 开关 于 色 KUNST FRE ODA, 联 
系 到 上 而 两 个 映射 族 序 列 (1.15) 与 (1,16)， 我 们 实际 上 可 以 得 到 
许 许多 多 概 小 极 大 原理 。 换 名 话说 , 定理 工 .5 中 的 子 集 族 多 只 要 
RFD, D, Dial), Dinero E), Diel) 中 的 任意 一 个 是 不 
变 的 , 那么 当 。 有 穷 时 , (1.14) 便 是 了 的 一 个 临界 什 . 

推论 4.1 Res, R), F EZA iT RA, oE 
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Man(t.14), M e BABAR, F APO D, OS, wf), 
Deo oreo LR Din (E), >00, HRR TREN, FAT 
Æ fe- eo, oO) EMEP. S. RAM, e 就 是 工 的 一 个 临界 什 ， 
比较 第 二 章 $ 1, 推论 1.3, WERT EF] 它 的 一 个 证 明 ; 
推论 I.2% Recs, R), KAP. 8 Re, +HZAK 
界 ; by om inf fw) FN TRAE. RF —(o}|@EZ}, ) 


推论 1.3 HCO, RP), WEP. S. £H, HALAL 
界 ; 则 o=sup ft 是 于 的 一 个 虱 界 值 ，( 取 .二 {时} ) 

$1.2 为 了 得 到 强 收 缩 性 质 或 形变 性 南 ， 画 数 下 满足 P. 8 
RABE. 网 而 当 用 极 小 极 大 原理 确定 临界 值 c。 时 ,如果 
能 事先 估计 出 ¢ 的 范围 ， 那 么 了 . S. 条件 只 要 在 6 的 附近 成 立 就 
ET. Amik, BA o>, 我 们 只 要 条 件 : 

PS os ORS entre er) 

, .| Ce) 

类 似 地 定义 ( 卫 . 8.) -. 

SS F. B, 条 件 , Cerami {Ce 1], Bartolo, Benci, Fortunato 
[BBF 如 又 提出 下 列 条 忻 ， 

(PS), WIRE. S.) RIF, EM: 

x | 

o aad a) RTH, 

(2) Bia, R0 HB @) jela, 当 je 五 . 

(PS) PEAY BECP. SORA, 使 定理 工 .2 成 立 . 事实 上 ， 
在 (P. 8,) "条件 下 , SIBLE. PRG. OAR, 
出 由 条 件 (2 可 内 | 


vo “Tis < fol, 4 jel > R, 
由 条 忻 民 ) 联 合 性 质 1.1 的 证 明 , 得 到 so>0 使 得 
pr MRIS Bcf Ca, b]. 
再 用 Gronwall 不 等 式 得 到 常数 好 , B>O 使 得 
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TOIT e 
以 下 证 明 完 全 关 似 竹 引 理 LL, RIERA RAKAMAN LO, T) 
中 的 作 还 是 有 穷 数 ; j, |G) fdt-< +00, 由 此 便 能 推出 
1 att, cao) 一 oa 


Fe. 

于 是 当 用 (下 . 8Y 代替 P.:8. 时 ， Eml .8,-1. 人 以 及 推论 1. 1 
WO 
u. FEDS. 还 有 一 些 变化 形式 的 工 S. HF, 在 具体 问题 中 应 二 
有 时 是 便利 的 . 


. H. Brézis, J. M. Coron, L. Nirenberg [BONT] oi RFA 
REAS f ACP. 8.), AX: 
{mA , fe), gog 
=o FE f Tee 


来头 庆 考 察 当主 SR, plik F AMET HY mt, 
Am Y CL ASR TBS, HBT BM, fe be 
E P. 8. 条 件 , BEY LRD, 在 一 定 条 件 下 ,在 了 上 仍 具 有 强 
收缩 性 质 或 形变 性 质 。 参 看 [Oh9] 

Sirmwe 出 有 推广 P. 8. 条 件 的 考虑 “. 


14 一 个 加 强 间 形变 引 理 

gt 4- 全? 和 上 时， 形变 定理 1.2 还 可 以 得 到 进一步 的 加 
T, 

定理 1.6 Hf, ZR E O He, E P.B. 条 件 . 又 
af a, 四 内 , 至 多 有 一 个 临界 秆 6， 它 对 应 着 有 穷 个 师 卉 成， 
则 六 是 有 的 一 个 强 形变 收纳 核 ， 

证 明 1° YE fif 定义 流 如 下 ; 


— (F(a) o CoG, Boh} . 
p“ w) Fe, 10), PE, 0)” (1.16) 


GD, to) = Da; 


138 RSME RAE [F-E 
HEVE FOF WORE a, TRAH 
& Folt, do)) = — (EC) 一 9 
从 而 °° eG, x0)) = (T-O F(x) +e, 
MEM A Tot, m0) 在 [0, 1) x (f,\f,) LAX, 并且 
lim f(oG, ty) 一 中 


WE ce 不 是 临界 值 ; EAHA EM i. SOFE © 
H. 

PR, MIO BL, HPR ol, xo) 接近 临界 点 Ka 
值 me WHC. 16) 有 端的 分 母 接近 于 0, TAEA AAIR TE A IE HA Bi 
i=l, E 


2° 然而 我 们 将 证 极限 lim oÇ, sa) 存在 设 
K LENN (a, b] = Ta Has 
则 下 列 两 种 情形 必 有 一 种 情况 发 生 ; 
(a) inf Jott, to) 一 sj>0 Vert, «+, N, 
(b) IEA 4, 
o iol a) al =o. 
对 于 情形 (a), 存在 4>0 使 得 
inf |f(o(, a) | >d; 
于 是 
Jota, %)~oCts, go) l< È iC, zo) fa 


CAAC el 
0 Lo) }> E 
<4 (f(m) 一 0) |tt], 
RAA TR lim o(t, so) 存在. 
对 于 情形 (b) ,将 证 im e(t, to) =z. MERR, 必 3e>0 使 
待 有 无 穷 多 个 不 互 交 的 闭 区 间 i Ic, 1), Woa, w) € 
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Bz, 28)\ B(x, 8), 4 bE Th, te], jos) -a| =28, jor) -zl 
=s, fol, 2,1, Xp e>O 可 以 选 得 小 ,以致 
i, E (Co Cé, to | dO 
FRESAT FB: | 
e<] (ty, o) —o(ts, ol<{ lelt, volat 


<5 (£ (0) — 0) (tn —ts)20, 


3° se MBAR SA uF: 
fod, s), (t, Œ) E [0, 1) x (fo\fo), 
tt, w) = lim cG, 2), 人 HE {i}x (f,\f.5, 
x, (t, Helo, 1) x$, 


只 须 验 证 z，[0, 1] x 二 > 是 连 续 的 就 够 了 。 Ata m ti 
(a) (t, æ) € [0, 1] xf, 

(by (t, ELO, 1) x (fA E), 

0) G, e) E {1} x (ho), 

{dy (t, ee [0,1] xie, 

i th (a) BPR AY. TOT 
wilt. 

对 情况 fo 的 验证 Ee" = lim o, By) Fy ih FL, ,将 证 : 
Ye>0, 350 使 得 [am 一 时 天 5 1 一 8<t BAT: heey- as 
CBE YET Ce). 

适当 选择 B10 以 及 a= da8) >0, day HAF 


|o(1—8;, y)—2"||<0/2 Iy sol <a. 
不 妨 设 在 Bia", 2)\ BO, 6/2) ERR ERA. FF 
IE (a) | > 9, 


nË 
= eRe, ree (a. £) 


” 选 定 81>0 如 此 之 小 , WR 


r,s = o 


“140 "UME AE [H-E 


| (6-e)a<4 sd", 


于 是 将 得 到 . 
lr, w)—a" (<a, Yt, DE~ 51, 1) x B Cao, da), 
因 若 不 然 , Wh FT <a 以 及 goE Bo, Bo) HR 


frat yo)—oi<e GE, "Ic-a, 1), 


oC, go) -2"|=2/2, jr", yo) =a" =e. 
ZAAT 


gi oj oe aa 
yiq E, Yo) TE, Yo) ef No(s, Yo) ldz 


Sop On ites 


EFATE 

对 情况 (9) 的 验证 是 类 似 的 因为 现在 2 =a, — IPS BR 
YC Be, 6/2), RG ARR Co) HR BEWEER T. (其 中 
最 后 一 式 中 不 是 | 一 六 | 一 >0 而 是 f(y) — £(@) 0, ) 

注 1.4 定理 1.3 宕 明 当 站?[g; bN K -O E E E. S. 
SF), LL. 1.6 则 改进 到 (在 较 强 的 光滑 性 假设 
T) fa, NK =0 et, f 仍 与 如 同 伦 . 

定理 工 .和 EPP Be 1- 1 表明 ;: 4 f'a, 10K = PRS CT 
P. 8. RN 与 如 ME. 


g2 绕 


在 上 一 节 ， 我 们 引进 过 一 个 极 小 极 大 原理 《定理 41.5)， 它 是 
判定 临界 值 存 在 揭 一 全 基本 三 则 。 在 那个 原理 中 ,从 一 个 子 集 族 
多 出 发 ， 这 个 集 族 多 SURE Be EET WE RR AB E 
的 , 通过 求 极 小 极 大 的 方法 确定 出 临界 值 ， 在 本 节 中 ,我们 利用 拖 
扑 学 中 的 环绕 Qink) 概 念 , 介绍 一 种 产生 集 族 .多 的 方法 ， 

eX EA Banach Shh], QOS 是 其 中 的 一 个 有 边 的 闭 
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Banach 流 形 , 其 有 边界 CQ, Mik S EZ ep Ay TE RR. 
定 炙 .1 称 人 5Q 与 5 是 环 嫩 
的 ,是 指 :， 

(1) aQns=@, 

CRY 对 任意 连续 的 由 QO 2, 
满足 中 -= id: BBA 

— AC QO N SHH 

Sh 28 H&S I JL a FA Se ns A 
3.1, 图 3.1 

WE f, 7 RR, 在 的 与 和 上 的 值 且 可以 分 恕 的 ， 即 有 实数 
有 >>w, 使 得 


2.) | supt (a) 0, | (2.1) 
b) | init, (2.2) 
那么 便 有 下 列 | | 


2.1 ik ZEA Banach 空间 ， ECCT, Ra 满足 
(2.1),. (2.23 flo, +00) LWE P. 8. 条 件 ， 如 果 还 有 
sap f(a) <+00, 那么 f 必 有 一 个 临界 值 o> 8. 

证 明 u F={¢, QF E |b re—idel. F 

ee F = {h(Q) | PEL}, 
EM . | _ om infsup f(s), 
则 o AE ESE ERA RAE. 事实 上 , 按 定 理 芋 :5 RAUB 
1° -ooxtect foo, | 
”2° 3s>0， Vb, Lok BS, WE. flen ilea BA 
PEF, VFEF, 
就 够 了 ， | 

ML Ww Mel, AUREZ, HER e<supi(e)< +o, 

Mp(2.2) RY SEE, 
| sup f(a) > inf f(2) > VFCH 
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FS. oF, 并 且 o> 8. 

为 证 2"， 取 aE (0, B- 四 ， 则 由 条 件 CDE RCP 此 
Bh, WHEL, 显然 由 "办 QOL EM, IFA po $ a= idat 所 以 
pel. NBR) ECF, VEE FF 
. 定理 2. 1 还 可 以 适当 加 强 ， 把 在 89 SS EKAS i 
HFRS. O | 

定理 2.2 BEENS, FO), WE B.S. 条件 ; 以 及 3e 实 
数 使 得 ， 

sup f(r) <a, (2.1)’ 
f(z) oa, Vee S, (2,2)! 
sup f(a) < +00, " 


Wt S 52 是 环绕 的 、 又 设计 的 每 个 临界 值 只 对 应 着 有 穷 多 个 
临界 点 ; 则 于 必 有 一 个 临界 值 o> os, 
证 明 由 假设 可 以 定义 实数 
c=infsupf($(s)), 


其 中 r={¢. QF Et lS |a= id0}, # Home, WET >a, 
BAA EH 2.138 2 BREH, Bsc (0, c-o), WARE 
“ o. T. 
现在 看 oma 的 情形 。 ADR 有 e0, 
在 (0, o+ eo] LRAT HARE, ABAK, 

定理 结论 已 成 立 . ROL, 使 得 

PQ C forens 
A 按 定 理 1.6， 有 强 形变 收编 7 fref f. 
图 3.2 H (2.1), ack, HAPET. HRB 
ag 5 SHH, RA neAQNS€G, Enebi, REH 
(2.2) PB. 

环绕 的 例子 很 多 . 每 个 例子 , Hew 3.1 与 2.2 导 出 相应 玖 


临界 点 定理 . 
例 1 ROR FZ PRA OH THBR, 8-00, 设 nta, 
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& 
z > Q= {A'A E TO, 1J} 
则 88 一 49, wo}j。 由 连通 性 , 39 与 号 环 绕 ( 见 图 3.2). 

这 种 情形 对 应 的 极 小 极 太 原理 ， 称 为 山路 引 理 (Mountain 
pass lemma), BRI F: 

定理 8.3 ACEC, RF), 4. F370, +00) Le BPS. 
Bt; MERAH EIB- PHB, ta BAY 

f(x), £07) <0, 
. fiora 

时 , o= inf sup FAHY f AEA, ca, 其 中 


=— {hE OO, 1], Z) ACO) =0, kD) =a} 
w2 iF B—+ Banach Sf], 7. EP H-+AD BR 


性 子 空间 , Se 是 它 的 补 空间 ， . nes 
X =X OK a 
今 S=2s, 
Q= Bel £3, 


其 中 Be 是 以 6 为 中 心 ， RDO 
径 的 球 ; 则 OQ = {ae 2 4| fal ~ FR}, 


RUN BSE. m 8.3 
S 与 6Q 环 统 ， BRA SNeQ=0. REE, 
O90 Z 
ne an SOK nS, 
vl E 


即 RER HB, Prin) 一 上 其 中 于 是 生 一 和 的 投影 算 于 ， 为 
ihe F, [0, xo 21, 

| F(t, w= Phlu) + (G — iu, 

WEA ”. FC, 60) = Ppp, VEE 10, 1], 

fir E deg (F1, Q, 0) =deg( Fo, Q, 0) =1, 

其 中 deg #2 2°, ER Brouwer E, Mii REg, HH Peo =p, 

HiS E OQ 环 纸 ， ， 


ijt Reh Ae [第 三 富 
例 3 设 员 是 一 个 Banach TH, 2's JAE ss SF HE BR PE 
BB, Z a SE Ay 的 补 空间 ， 

- me FD a, 

Me eC Ks, lef 1, i Bi, Re, p>, 

S=2 0B, © i. 


o Q= futtetuG 440) Bm, 
tE (0, Rl}, 


Ep BROAD r>0 PRE 


3.4), a 
图 34  ， 显然 ,S N99 一 9. 要 证 : 
作 QF 连续 ， 


loi PHD NS 


M wo QWE, 
B (PẸ Cw) =9, - 
: Ls co) | =p, | @.8) 
其 中 P, FP BERR. HEFER 
F. LO, 1] XU x Re 


iy 


如 下 : 

FC, utse)—f(i—DutiPb(utse)] 

o +E isti] (E Pit (u-tse) |- ple, 
易 见 ; 24 wt-se COQ 时 ， 
| Blt, u--+se) ut (s— ple+é, 
fi 0 F(A, wee) = Pib(utse) + [1 -P)btu+se)||—ple, . 
F(0, ut+se}=u-+ (s— pie, 
要 找 的 wo HAL (2.3), HAF FU, wo) 一 六 
如 今 


球 ; 则 当 Ra >o it, SOQ SE A 


it SG See 
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deg(F(C1, -), Q, #)=deg( FO, +), Q, 6) 
= dep (ida, Z iN Br,, 4) -deg(s—p, Ø, fii), 0} 
=I C pE (0, R). 
RL CONS AG, M ag i 8, 

. RI fl 前 山路 引 理 是 Ambrosetti, Rabinowitz[AR2] 
FRET. IXIA, Bi 2 与 例 3 的 环绕 形式 可 以 
在 Rabinowitz[Ra8] 与 Benci, Rabinewiiz [BRL] 中 找到 ， 文献 
HAB T 是 Hilbert 空间 . 

it 2.2 倪 维 明 LNil] 用 环境 数 (inking number) 来 计 论 环 
绕 .， 在 很 大 程度 上 统一 了 前 面 的 工作 ， 他 特别 在 无 穷 维 Banach 
流 形 上 讨论 了 环绕 数 的 概念 . 

HAFEZ R E, BO EADE RE, Am 
Brt1 一 (十 二 维 单位 球 ,有 边界 AQ), 而 Q Eak- DRA 
E-t a- yt : . ° E 

' h. 2 一 Ra ， . k. oo 
pooR EAPN), 24) 
SGA), R= G21), S= h Aa), 
ATRE 20840, 它 等 价 于 说 
Hie, yp Exa 使 ple =p). 
Hie F, (a, yiod(w) —d(y), RX RaR", 删 由 (2.4)， 
AGF (ECQ,* Qy)) = F (8, « Qs), = 
所 以 deg (FF, A xX Qs, DAEA. Bas p; 由 的 环绕 数 相差 一 
ADORAT. ERPRME, X TANS +P, 只 须 看 
deg (F, {4% Ge, O) #0, 

Bl 3 中 的 环绕 事例 , 有 一 个 变化 的 形式 ， 也 是 在 应 用 中 有 时 通 
和 到 的 ， 

uh =O a, dim << 十 Ce， 

S=8B, NF a, 
= (Br F) U RBN (4 ORe), E>p, 


其 中 


idé. RIBARE [第 三 二 
(2B aft (2 DRIe) Yt 
‘= {a +e] (a1, DEZIR, Jafe RY 
(HL 3.5), if S,—aB,, HH 
定理 2.4( 广 闵 山 路 引 理 ) 设 
fEO (2 ,RY), fO, 00) La 
RPS. Re RE 
| f!a naa), 
f] pena tena tm aD, 
* os W o=infsapf($(e)) 
mo 3s FE EA EI, oo, 其 中 
O. Q= fa, +te| a, DER xR, Jar P+ P<}, 
Pina 所 考察 的 环绕 的 实例 都 涉及 流 形 人 @ 是 有 穷 维 的 ， 自 
然 也 需要 考察 Q 与 8S 都 是 无 穷 维 的 情形 ， 但 因 无 穷 维 流 形 有 许 
多 病态 现象 ， 直 接 按 定义 2.1 去 判断 两 个 集合 OQ 与 5 环绕 是 困 
难 移 。 为 此 作 如 下 修改 ， 
定义 名 名 设 红 是 一 个 Hiber Sa, 名 1 是 全 的 一 个 闭 子 
ZAH, am Bt ie 
T= {$EOCO, xB, 2) | Pah Ut, u)} = Peu- We, 
vi€ (0, 1], Ws AOS, pO, u) mu}, Pa RRE Ka ER 
正 交 投影 . 


CaBan ie Mey 


2S 5 Q RE Hilbert HB, Q 有 边界 OQ. HS A OQ HH, 


如 果 VP E 2, 满足 
$a, 2) NS=G, 

都 有 : : PE, DNS, 

作为 例 3 的 推广 ”有 

引 理 2.I BPH Pies, e€OBsN41, X Mop>s, 
h>O0, GS &=-9B, N21, 8 一 {relrE (0, Ale N a), 
i S E OQ 环绕 . 

证 明 与 例 3 相同 . 


vič LO, 1], 


et ot et SE 
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相应 的 圾 小 极 大 定理 参看 Benci Rabinewiiz(BR, 1], 

集合 OG 5S 环绕 与 否 并 不 依赖 于 给 定 的 前 数 蔚 , 它 的 好 处 
固然 是 在 诬 用 时 可 以 不 顾及 具体 函数 ， 但 若 抠 函数 荆 自 身 的 值 的 
分 布 情况 也 考虑 在 内 , 2 与 总 环绕 的 限制 却 是 可 以 放松 的 ， 

回顾 一 下 定理 2.1 的 证 明 , 在 那里 临界 值 是 通过 取 

P= {h, Q>2 FEE |b) 29 = td}, 

并 令 e=infsup fihir) 
RAH SSA CPA RAMS, 只 要 能 包含 名 以 及 
Of), e>ORMBT AMRF —-{P(Qidel}, MF ABQ 
AS, 并且 关于 OLD PRE). 因为 在 定理 2.1 的 证 明 中 只 用 到 


5 Sng@ xg VEET., (2.6) 
SHG FPR ht FE AS OT A a Hh 


定理 生生 BH =Z 07 2. -A Banach 空间 , 有 dim? ; 
<+, MB BE 2 PA AER, ffi OR Fa PH - TAS 
点 的 有 界 开 集 . Hi OE, RORE P. 8B. Re WERA 

(1) a= max f(x) < inff(z) =a, 

(2) = B= max f(a) < inff(¢) =b, 
> r={peo(Bs, 2) |b|an—idlon,, Ab, (0, 1] x Bok, 
个 得 CO, -)=àùd, C1, +) —¢; | 

O EOE, 2)) <£@) VG, e) E€ (0, 1) xB} 
出 c= int sup F(p) E 
是 下 的 一 个 临界 信 并 有 od, 
证 明 1° ROB, S=, (DAAT 2QNS=6. 我们 证 
明 : LO NSAP, VPET, AREMT: IE, zxE 使 得 
PCy) = O, 2); 

Ry Ie (y, e) EQXS, 
使 得 p( Pa) = U—-P)a, 


{48 RMAs EEr: 
Hip P EZZ, 的 一 个 投影 算 子 . 因为 对 一 切 与 忠和 互相 联 的 
ip, : | 
_ max f(h(¢, ©) < max f(s) <inff(), | 
所 以 hOB) NO- 
RAH max f(p(t, 2)) < max f(a) < intf(%), 
所 以 BB) N60 站 
于 是 8a 一 Pvt, PO) OCB xO), 利用 Leray-Schauder 
BE, ERRETEN a 
deg Gid—-P—doP, B,xQ, #) 

=deg (id — 2P, B XR, © 

=deg(— idan, Br, O =(—1}, 
Hop kedim 41, WB PONS AA, YEER, 

2 AHA ider, Aree), exe, PT: 64200 8 #9, 
VPET, 以 及 (2), HB A<b<c, Hee O, b—8), RINEN T 
EO DPAFRRRM, XE, WED i +f), OER, 有 

o [0, 14] x 2-2, WE 

a(0, -)=id, o(1, =n, 
fied, ®<fte), VG, w E [0, 1] x, 
FE a, e) leone = id | 
We wb, [o 1x BF, pO, Aid, PC, ) =O, 
Epa, Die), VG, 2) €[0, 1] x Ba, 
MAS phl, o= olt, bE, 2) HT, 
(0, =d, pC, -)=nod, 
ne@ lan= idon (OAC ÉC É), . 
HAA Cds Gt, DYSE, DE), VC, «) E10, 1) B; 
Mine PEL, | 
PIB AGC MAKE) 设 8 与 8Q 环绕 于 满足 定理 2.1 中 


— Wat. 
d= aup inf f(e)<e 
Pes’ eCr 


$2] IR i ida 
2 fp PFA, Ep e SEE 2.1 op ie FH, 
I ={hE OC, ZY) EER A |= itg, 
ity 
F * mm {hk (8) (RELY, 
证 明 Aad el", Bred £° 40, FF. 
d= sup. inf f (x) inf f(a) > B, 


LAAN ET", PET hipe, HELL 
ALS) NECA) =A(S Nt (Q)) +9. 


THA 
) inf f(s) < inf sup f(x) =, (2.7) 
ger regi 
即 得 de. 
为 证 4d 是 临界 值 , 注意 到 


—d= inf sup (—f) {s}, 
EE" 


REE 多 * 关于 起 .so1s,( 一 了 (参看 定理 1. 屿 是 不 变 的 就 
BT, itt sE (0, 8-0). RERI RCL- MS 

， hE P aea E) 
时 ble dle SFR ESOP EE E, Br 

| poher", Wher". | 

+2.93 Fee IAA d RT me 
F ee Be EM FE o RAI PRUE BA dor 

$2.4 根据 定理 2.2, 山路 引 理 有 下 列 变化 形式 : 

定理 .3 WCC os, ROWE P. SRA, LE nf 
的 局 部 极 小 值 反 ， BA a EF, Re 

f(a) <f£(@), 
hy £ 必 有 一 个 异 于 ze 的 临界 点 ， 
”这 定理 的 许多 应 用 参看 张 恭 庆 [Ch2, 3]. 
类 似 地 ， 例 2 与 例 3 a Gy SRS A A A R n i A E 


re al 
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$3 出 路 引 理 在 微分 方程 中 的 应 用 


尽管 山路 引 理 的 证 明 是 简单 的 , 但 这 引 理 却 非常 有 有 用， 我 们 
在 这 一 节 将 讨论 它 在 下 列 几 个 问题 上 的 应 用 : fd i 
题 ， 超 线性 澈 方程 的 周期 解 ， 以 及 Hamilton 方程 组 的 周期 解 回 
Fal 


3.1 超 线 性 椭圆 边 值 问题 
设 ACR 是 一 个 具有 足够 光滑 边界 的 有 界 开 区 域 . RE 
fECTAXR, RY, 0 过 7 之 4, 对 了 总 添加 下 列 增 注 性 假设 ， 


(Fi) IER OL, Oa UR 1<a< sts (om W>-3) 使 得 
| f(a, H| oe 
(4. N = Ont, BIS, #) | <C.e", B< 5). 


考察 下 列 边 值 问题 
全 d= f(a, u(z)), sE, 
a | sa = 0, 
按 第 一 童 85, 我 们 知道 (3.1) 是 下 列 泛 函 的 Euler FR: 


T=) EN pig, u) |do, we H3O), 


(3.1) 


其 中 FD) E C 

因为 (Su), 0) =| [Vut Ve— f(a, Wuldo, VvE EKO), 
BREA T u SECS.) 的 一 个 弱 解 Dr ALG ve EJ 的 临界 
点 .对 于 方程 (3. 二, 利用 椭 疝 型 方程 弱 解 的 正则 性 , 每 个 弱 解 还 是 


PRR. 因此 求解 (3.1) 的 问题 便 化 轨 为 求 了 的 临界 点 的 问题 ， 
方程 (3. 少 称 为 是 超 线性 的 (或 次 线性 的 )， 是 指 其 中 的 


| fe,» 一 cc 人 (或 0) 当 1t >co， 对 于 超 线性 问题 , 有 下 列 


§ 3] Lie 5] BBE Beh DEPARA t54 
定理 3.1 设 f 除 条 件 (FD) 外 还 适合 ; ona 
(Fa) 3gE (0, L), M 都 是 常数 ,使 得 a 

Fin, D)<if(s, D, 4it|=M, 
Ce) Tm Le aj, Hest 


(F4) lim Iet) mts, oh e — 3, 
fs 


其 中 s>0, mM 是 一 4 在 Dirichlet 边 条 件 直 的 常 一 本 征 值 ; 则 
《3.1) 至 少 有 一 个 非 零 解 . 

证 明 应 用 山路 引 理 . 为 此 逐条 验证 该 引 理 航 条 性 . 

1° PLS. At, Belen CAC), BI: 

[Fm SO, J’ (u) 9 (Ha). 

要 证 : WRT AN ww 

Ai An ya. BRL, DRS KEREK Sa, 型 3 一 0 
使 


Fe. TAES yg My 


P| 
o> Cd 


>- EA bisi f uf, rin(at)) de Ma E 
一 (去 -9 lel? | (Vent Vatm FC, Un) n) — Ma 
=(4-8) | 22, [7+ OCF’ Cen) ， tn) — Ma, E 


其 中 | .| 是 HLE BBE uo BEL 
|C n), < inl, 当 w 大 


yE «o> (4-8) Ju? Ol — M 
得 sl 有 界 . | | 
再 证 有 强 效 子 列 . 取 p 一 m1, 由 嵌入 定理 , jwjlze 有 界 , 从 而 
{fw, un@)) HE ?7(OQ) 有 界 ， 
| 1,43, z 
P P 
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(ABARAT IN flo, tta). Rif K |= 4), HO) 
是 紧 的 ,所 以 ESE, va. @) HE AO) PRR oe BR 
S (Un) Un, KFE, tn, @)) 9, 
BAT un, FOC 
2 RE: FER aa, p 使 得 J | 22,26, 其 中 B, 是 中 心 在 及 
PH p HIRR. 
事实 上 , RFD AT ARK O ce, URS >O, 使 
L@, 2) O <e), 4O< [8 <0, 


从 而 - F(a; jedri P, le] <8, 
Fit FF (Ps) BB i Os wn 

F(t, <5 qe )P4+05|t|", prati, 
AU RA EMAR Poincaré 不 等 式 ， 


JF Ce, uagh L- idos fica) 
<z- Fleto lu, 
其 中 O.>0 是 一 个 常数 ， 从 而 
d ely ates 
IMPs x jee}? — Og} rel, 
取 o>0 足 通 小 , Li Be 
a=} = p- Op > 0, 
Bit <4 J fay SP, 
3° 已 知 J 了 (9) 一 0, RK we Ho RG wo EB,, 但 T(t) = 0, 
取 — A x} O-Dirichlet WREAK BFE v1, 79, 并 


设 f oi, SRF Re 
pO) =I p) = 4 | Fle, toile) de, 1>0. 
BRAST O<e'<e 及 有 >0. 当 s> 有 时 ， 


ga]. BS SPREE SS Ep 153 
Fe, 8) > Gate’ js, 
于 是 有 与 t 无 关 的 数 M 与 M" 使 得 


| Fe, to; (2) Jde > ep fla, sds 


, | 
ff iF, 8) ldsde 
pte | (Ppl) BTdz MM 


>(S+4 2ye- M", 省 ito, 


这 是 因为 mes| sen |91 (2) <F pjese, FEH. b(t) 
-co 当 t-> 十 co。 注 意 到 


A) T(J >> 


BLA o> 二 适合: h Cto) =0, 现在 取 tig 一 fd， 即 得 tie Bp, 
J (ug) =O, HERA LL Be 51 HBS HA 7 (8.1) A — PEE. 
$8.1 定理 3.1 中 的 一 4 可 以 被 一 般 二 阶 对 称 椭圆 算 子 所 
RE: 
L — pE E (auw) aar) tD. 
其 中 ay, aE OQ), FH afe) >0, 
> TORAN Ei, w>0, FERF, 
$3.2 在 文献 中 (参看 Rabinowitz [Ra2] Ambrosett, 
Rabinowitz [ARI Z4 (Fa) CF ORR. 
(Fs) e(o, SUR M>0 te 
VF @, DSA, ,Gt 


PRE. maob A, 
CFS) fis, €) =o0(t), 4 i0 对 zs 一致 


154 Eh AS Se 


3.2 —EWFHEHIEF AR 

BBR — TRIER FB, ARTISTA EA SEB E 
一 系列 具体 问题 中 去 . 

HQ, Z, HE-THESE, BEu(Q< to, HA 表示 
Hilbert 空间 1°(Q, R") 上 的 一 个 自 健 算 子 ,有 定义 域 DCA), RR 
A 的 值 域 是 闭 的 ，P 是 到 RCA) 上 的 正 交 投影 算 子 ， 作 以 下 假设 ; 

(41) K-AP 可 以 连续 地 扩张 为 LQ, RLC, R) 
的 紧 算 子 , 其 中 2<p<oo, Irit, | 

(Aa) A 至少 有 一 个 负 本 征 值 ， 

BGCOUR, RI) 满 足下 列 条 和 件 ; 

(G1) ao 08) 是 严格 凸 函数 , HH. 

G' (O —=8, GP) =0; 


(G) 对 于 9 二， 有 常数 M, O>0 使 得 


GE (2) +2, 
1 4 e| > O; 
G@) <M |z|", 


(Gò lim ae -0. 


|#|—0 


RIE B. 
, Aut G (u) = a. | E (3.2) 

首先 分 析 条 件 (GD 与 (Gs》 
一 引 理 8.1 以 下 条 件 等 价 ， 

D 0<6(2)<02@ G0, 

(2) G (te) >éG(2)>0, Vir, |z|>0, 

证 明 VER, i SO, W DO -GCiz), FO) eO), 

D>, h ŽGj>F G), vert, MR BO) = PH, 推 得 
P (D >w (1), Bpi 
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2G") RE GC), 
(1) (2). 
DH) (te) Ete) -@ (te) > BUY) Wil, 
HH. | | EET OIE iné, 
PE EUDP., Weel, 
512 3.2 Ë ACi 是 (Cu SGo, Wh aK Rw m> & 
M>0 0 使 得 or, 
E(a)>mlel?, % |z| >0, 
1G'(2)|<(25 M—m)|z|2%, 4 |z|>0. 
证 明 > | 
m=Min Aa, Bo 是 半径 为 0 Hite 8 BIRR. 


zeip 


WAG), m>0, aama 1 及 (Gs), 
ewer |z} y >m|z|ř 


G(2) +4'(2)(u- DCGAN, 
UE u R z 为 中 心 , jg| 为 半径 的 球 Be (2), BRER, 得 到 
Q(z) | + fel <M jul? mz). 
由 于 |u| <2 |e], MENEK, 
| Kye 3.2 与 第 一 章 定 理 1.1 的 注 ，Hewsrrgai FF 
pug (ui LQ, RIQ, VER, Tet p= Z>2, 
— AEA RAI BB FB (3.2) OE we DCA), 但 可 以 引入 


定义 8.1 EL, R") 称 为 是 (3.2) 的 一 个 药 解 ,如 玉 
<a, Aw>+<w, gu =0, Vw DCA) NEC, R), (8.8) 


AF GAS, 


其 中 
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<u, 办 一 | u(n)-v(a)de, 
Y u€ BQ, R, ve LQ, R"), 
本 节 的 主要 结果 是 
定理 8.2 AB LQ, R") 上 的 一 个 由 伴 算 子 ， 有 闭 值 域 ， 
EARE), (a). LE GEOKR"，RI) 满 足 条 件 (G) (Gs) 
与 Ga 972 C 导出 的 Henna 算 子 ; 则 方程 (8. 2) AT a 
AGRE. - A 
我 们 将 采用 对 个 变 分 的 方法 ， 利用 他 URREA 
H(w)=sup{w- z—G(2)}, (3.4) 
REC B23, URECOR, RI) Eey h i, TH 
HEOR’, E), 并 且 也 是 严格 凸 的 . 
引 理 3. 3 HEOR", R), HWE: 
Yo H'(O)=—0, H(9)=0, (3.5) 
oe jee | 1-8 a -0< H (w) < £2 | ae | Em +0s, (8.6) 
O; {wi 0 Bw) 
<0,( 252 -4 ) |w| F403, (8.7) 
其 中 Os, …, 04 都 是 常数 ， 而 Go, OF 是 依赖 于 人 的 常数 ， 此 外 还 
lim Te (3.8) 
证 明 .， 根据 第 二 章 82, 推论 2.2, (a) = -0SH (6) 一 0. 又 直 
接 从 定义 推 得 HO) 6. (3. 5) 得 证 . 
“证 (8.6). (Gs), 30, >0 HER G(e)<M |e|*+0,, Ve R", 
利用 第 二 部 82 Em 2° 以 及 例 5 E 
1 jf pot 
Hw e [o| HF ra “一 O= Gage FF" —GAi-#) A 


AoE S| 3.2, 有 O,>0 tk 


§ 3}. RRS REE RFE ee 157 
G(2)>m|2|3 Os, 
推出 五 (<-Ce Jol +c, 
证 (3.7)， 类 似 于 引 理 8.2 对 A EH 
| Hw) <0,(2=2— 1) || FF 4.05, 
其 中 Oa=max{0,+0:, sup |H’(w) |}, Fee 31M 8.2 FAF 
Gi (2) HH TER, UL Ie Wj BR | | 
gm A’ (Cw ow — G' (2); 
hig 9 |w)< (M-m) A’ (w), 当 |H'‘(w) | >O, 
HAEN S 型 c 使 得 
jz 一 | R'a <0 my, [wl 一 | 全 (| Mo, 
下 O= (M-m) T, OO MY, 
就 有 | A! (w) | =O} fw] —O,, 
REE.) ERA), Ve>0, 380 Sle < 
| G(2)<e|2[7, 
SAHER K>0, 
1 


shir 4=2e5(8), 


M | ew | < 了 时 ， i ~ 
在 (办 > 元 oj 一 到 ml 
引 理 3.4 存在 依赖 于 5>0 的 常数 0;, O> 使 得 
Fi seios 
并 且 0 一 十 ce 24 3>+-0, 
证 明 由 (38.8) 知 


158 | Beh ARE = (=e 
于 是 SiH H) lz]? e| Sb} > a 6->+0, fF 
H(z)>Os|z|*, 24 |2| <6, (3.9) 
再 证 后 一 个 不 等 式 , Veo, [zo] =1, $ (1) 一 H (tzo), n 
zE) = H (tzo) "zo, 
因为 Pae IHS, EEA Virb, 下 
Be KAOLE bul, 
于 是 由 (8.9)， 
| HI’ (829) «29> 0-5, 
再 由 凸 性 ， l 
A (se) aH (zo) (8—8 rot H (8%) 
> 0,6(s--8)+0;67=C,8s, Ye>0. 


“Hla)>0s8|z|, VER | (3.10) 
再 利用 引 理 8.3, AP >0, 4z > 了 时， ng 
AS ell BA) 


联合 (3.9)，(3.10) 与 (8.11) 并 令 Omin{ 9 Ce, persoja 
Ole, 当 |e| <8, | 
HOP Toei, elsa 


313.5 Huanu (LQ, R")), HE 
J em} Os. 
i] CaF o f Hlino... , 


证 明 1° HELA, ASER, 即 Ve>0, 38> 0 


m, 


| Hun) <2, REMOS, Yr 


这 是 因为 H Eni, A | 
H' (u) (um — 4) EH (Um) H Cu), 
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当 m->00, 注意 到 thaw 9), BEL i 

Hl | Cm), (3.12) 
又 因为 由 假设 .| 万 (uw) 一 | Hu), m HO, BFAD Fy 


| lm f H (um) = | Hu), Y 可 测 集 0. 


BIE EC) A ESE OB, 于 是 有 eo 0, 函数 


nen RE OTN, EOR (8.13) 
但 | fa HT (s,) = Eo, wa)< 2. a 


Oy Ry a= Č {as Wy Ho) <8, 但 
EN H Gu)> | H (Un,) > 80, 
4 45 (8.12), (8.13) F A. 
2° Va>0, 4+ Q2 AMPS R TR: 
Qu {rEQ juel >a}, 
Q= {rE Q| |ule) | <a, un(2) —u(2) | >ò}, 
QF = {sE Q| ule) (<a, talt) ule) | <8}. 
注意 到 不 等 式 (3， AAT REELS K,C ¢ 
H(22)<K A(z) +0, Vee Re, 


EQ 上 , EH paH, 
H (uau) <5 LH (2t) + HC ~ 2u)) 
ar <E (H un) +H (—u)) +0, 
Pw 1, RE a RRA, EEE h TE 《 
f H (un E j.. H (tm) + H(—w) t CR) | 


(8.14) 


180 BARRE … TES 
WAER a, a0 Pe, ey 
fee H nu) <0/8, (3.15) 


再 剧 定 8, 令 | 
y= int (H(w)—H(2) ~ HC) (w—2)1, 


rr 
则 7 之 0， 事 实 上 , 由 H 的 是 性 ,之 0， 叉 因为 H E, N 
以 对 性 意 固定 的 zx, 并 滞 射 线 包 =z 十 ty，|y| 一 1,t2>6, RP PRA 
在 t= 处 取 到 , FF HOO; 然而 z 跑 遍 半径 为 & 的 球 , Ty Ae 
AZAR; 所 以 7>>0. 
HEE 上 ,因为 


HQ) < | EL (Um) — H (u) ~ HC) (unu) 
<| Huq) ~H(u)~ HU) (imu), 
2 moo, WARER ARIAS, 从 而 有 
uQ) 0, 
BHAT |p HCO, BRA @ 上 的 作法 , Sno, 当 m>, 
Ja H (nu) <0/8, (3.16) 
联合 (8.14)，(8.15) 与 (3.16) 便 得 到 
lim| HCwn—u) 一 0 
推论 8.1 WT unur, RY), 必须 目 仅 须 
| Go 一 oO-0 
证 明 >. uou MAT un 一 ae( 弱 ),， 又 因为 有 不 等 式 (3 6) 
由 复合 算 子 的 连续 性 , H un) >H (u) (LQ, RR'))、 即 得 
| Hun) HQ). 
应 用 引 理 3.5 ERER EE. 
ge, HSI 8.4, 有 常数 01, Co>0 使 得 


CEA LH SHEERA J Eh AE A id] 


faasa] lulr+o df,, lu 


2 
| ary? 
ite 


> | [全 | 十 (Ca (QP 
>0smin{ | |u|”, uih, 


取 d>0 Fash, C,>0 4 —~ Fs RH. 
更 在 回 过 来 讨论 方程 (3.2). 作 一 系列 转化 ， 
第 一 水 
引入 空间 
B= {vE LP (Q, R") <h, o>—0v$ ENCA N TPQ, RY}. 
E RNA = {uE DCA) Aust, 
Riv, 2}E Hx RON LQ, RAE: 
yo Ry 二 hv), (3.17) 
Repl A 导出 的 复合 算 于 ， 由 引 理 3.3, hk LIQ, E> 
LQ, R"), ERA. 
事实 土 ， Xo, zÆ. LT AIRE, 出 当 令 
u=A v) 
RY, A we LQ, RO, FE 
<u, Aw>t <w, JDS 
=<i(v), Awy t lw, v 
=ty— Ky, Aw>+<w, v> 
=—<y, K Awy tlw, »>=0, 
Yee DCAD EQ, RB"). 
= EBRAR FANA le Fa: | 
J(v)=3 <Ke, + | HC), uC B. (3.18) 
RAR WB a LQ, Ro) PAE eh AY 0 EEE IZ A 


了 在 如 上 的 限制 ini 
在 上 的 限制 | J (y= Kat FE Co), 


A Yi AD wD, Ved, 
所 以 有 xvEE Bt ERCON, Re) tk 


163. BDA Eos 
dv) J (w) = de. 
TH, MR Bw EH. LARK J’ (0%) =8, 就 一 EA 
x6, Be o 
Kott H'a) =x, 
BI {0", x 中} 是 (3.17) 的 解 . 
现在 应 用 出 路 引 理 证 明定 理 8.2. 
1° Jee LWP. 8. wee g 
O15 on), (8.19) 
Cont CE"), = (8.20) 
EEA oA ERKAT] EE n ERAI. WAL, FH 
Wey =K 0m + A Cte) — int 
O<5 CE tn, Pm [meat 
AAT Ve>Osn(e) >0 当 mang, : | 
[E Con) i P noaa Halex, 8.2) 
但 由 引 理 3.1 与 8.2, HER aR Os, U, Cs 使 得 
H()—-5 H’ (e)z =$ wG’ (w) -G (w) 


> ( (去 -1)6(w) -0 
“Sm |w] 4 ‘(=~ 1)~ — ON 


Sale|? —Cs, (3.22) 
其 中 =G (w), w= H' (2). RS(B21)49(8. 25) 9B 
ja ssenw ssCe， 常 数 ， 

再 证 {ws} 有 强 收 合子 列 ， 因 为 [7(Q， RAR, MUAR 
AFF On >o", 

一 方面 , 由 凸 性 ， 

Hw") +H’ o") (tn, 0 Ht %m,); 

所 以 | 


G3). LU BSS ar > oe ch ee $63 


[HO )<lim[ Eom) (8.28) 
另 一 方面 , 还 是 击 西 性 ， 


Hv Hl) +H vn) (0 — dm,) 
= H (vq, ) H E om, + We, Fmd t U —Um,), 
HRR) IR Wm 一 > 日 ， AE h: 
fim ja (od < | H). (8.24) 
IEA(3.23)-5 (38.24), AA SL 3.5 以 及 推论 3.1 ERE AH. 
Um >u (IQ, F)), 
2° Jo, r>0 使 得 
J \ sp p>0 (3.25) 
设 B= lE lar 应 用 引 理 3.4, 取 3>0 使 Oo 足够 天， 再 
i r>O ey), 则 当 lol Ii, FERRO >0 BA, 


=. =. 
asf lep-2e{f felt)" >of 1e), 
E [Pi ad wad 


(3.26) 

2 
J g i lp F + ， p” 
Os | oso ki 2p (\ [v ) >0(| Ci kd } 


由 初等 不 等 式 : 
. Ta EHD la HD ty}, 
其 中 a, bo Q, nin aol. 得 到 


TW>- Bl tos} etos | 


iD 号 让 


aol (| oir) + od ory) 


Clr ; Cf,  : 
> asi Ulir = gay 7 


p 
iti je 


3 AU Ti 。 


Woe 
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8° BRA J6) =0, Su AK H-PRAE HM. PAE 
对 应 的 一 个 本 征 元 MW PE H, 


Tap) < pti | gir tcou(@) 
—+— co, 当 二 > 十 co 


联合 1°, 2° 与 8° MEURE, J EERIE. ATG- DAA 
ca 


3.3 ” 半 线 性 波 方程 的 周期 解 

一 维 半 级 性 波 方 程 的 自由 振动 , 归结 为 下 列 偏 微分 方程 ; 

Ute Uap bE, m u) =O, Va, DEO, mi xA, (3,28) 
连同 边界 条 件 
ult, O—ult, w)—0; : (3.29) 
thf, (0; 20] x (0, æ) x Rit, HAL Caratheodory #4, 3R 
问题 (3.28), [8.29) 关 于 去 的 3- 周期 解 . 

IMME flo, 0)=0, WBA u=0 显然 是 (38.28), (3. 29) 的 一 
个 平凡 解 . RMR RAET SURE AE TE HIRIE. 这 种 非 平 几 解 就 称 为 
ÅA WIES i 
对 于 适当 添加 增 涨 性 限制 ， 方 程 (3:28), (3.29) 可 以 看 成 是 
FARS KEY Euler 方程 : 

ruy=} | | > (uw) — Fa, u(t, w)) deat, | (8.80) 
HP Q= O, 23} x (0, w), 
F(a, Sa f(x, s)ds, 


WESEN 属于 下 列 Coonen 空间 : 
KQO Aue WAQ) u0, Deus, i) =O, 
ulw, tX d 2o HBS, 
EAJ A AKQLERLER ETAM, 所 以 不 能 指望 
SRE RRA TERA. ROSA L- BREA 
8 .2， 为 此 把 方程 (3.28)，(3.29) 看 成 是 (3.2) 的 特殊 形式 ， ER 
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一 章 8&6.2 我 们 已 经 验证 了 微分 算 子 口 =g -e EL) 上 可 以 
站 伴 扩张 ,并 满足 定理 3.2 中 的 条 件 (44), CA), 

定理 3.3 1 q: FRR ia E. 


(G4) 9 Fe PE Tl ee a Ae SE BS, (3.31) 
(ah) | im 2 as 存在 ， (3.32) 
并 有 a, O, l 
(aa) p lim M2) ao, (3.88) 
则 存在 wE Zr(Q) 是 方程 
Out glu) =0 (3.34) 

的 呢 解 确切 地 说 ， 

[ ucw+g(u)w=0, (3.85) 
Vw COs (Q) = {ue O"(Q) | ZREO, 20] x (0, r) R, Bw t 2r- 


局 期 }. | 
EA REM 8.2, 存在 ue Lr(Q) 适 合 等 式 (3.85)， 以 下 验 
E uE LQ) EFE, 因为 

| um Kv x, 
Hip oC B=L°(Q) OND, KB A MPR ERC). 按 
第 一 章 引 理 6.6, 


[Roje xalol u32 el A NM (3.36) 
问题 化 归 验 证 xE LI"， 由 第 一 章 引 更 6.3, 
x(t, #) ~p(t-+2) —p(t—2), (8.87) 


又 化 归 验 证 BE 了 0, 2a). 如 今 xE LC), MAT pe LO, 27), 
联合 (3.36)，(3.87 ) 得 
-M tpl tae) pte) Sut, 2) <M +pG+2) —p~w), 
BPX 
g(—M+plt+2)—plt—«)) 
Kolt, ISM Hott pl 2), (3.28) 


a Beha A o tase 
je me 一 0 对 a.o. ZE (0, 27), (3.89) 


有 时, (2) ERAAN, BRA (8.88)4 (3.39 RF 
("GC —M+pCt)—p(s))ds<0, 3 ao. 1€ (0, 2x); (8140) 


[T §(M+p(t)—p(s))dse0, Hf 2.0. tE (0, w) i 


HF pe ZL?(0,2m) 而 9 EX 2 p—L URE MRK AS, 以 gL- M+p(t) 
一 p(s)) 对 s 是 可 积 的 ， 注 意 到 9 (#2) > +00 4 g>, ff 以 
(3 AOA T ons sup p< 十 co， 同 理 , (3.4D4a7 
oss inf pt) — oO. 

sk pE I"(0, 2%), 

以 下 我 们 转向 较 弱 的 条 性 ， 

EEGA” itg ERF), (GOUE 
(Ga) TAO BOR 


s ig(t) ~G(t) >agtt) — CO, (3.42) 
jim i) 一 + co, | (3.43) 


WE0.2) 8 ona 期 解 we LQ). 

证 明 1° 对 任意 MO, 考察 截断 函数 ， 
gM)+ 9M) GM, aM, 
saD, i MKM, 

ot ~M)~g(-—M) 424+ M1, reM, 
J dé HR gue) EG), (G2) 54a), 对 它 应 时 定型 3 3, 
Sun +6 FEB HEM PS. | 
tea + Gar (26) = 0, 


“下 这 个 较 精 细 的 结果 与 本 专题 无 关 , ALUM, 


Sa] - 山路 i HERA yA fE PI A tär. 
现在 要 证 : 上 上 面 得 到 的 zy A B L R, BN GO o 使 得 : 


jesl < o ~= 
一 旦 艇 到 了 这 一 点 , 只 需 取 MSO, BANAR sme) get, 
wu 就 是 方程 (3.34) 的 弱 解 了 . 
2° AK, RP) AEWA ae Ca， Or wee 
tte | oop SCs 13 . (3,44) 
owe SCs, Herp tum guld °°. (8.45) 
RET. AA —-H(8.44) (8.45) Ra, 核 第 一 章 引 理 6.6, 有 
|K ow | z- DEB] Ure! eng Ca 
以 及 | Hear lt ee | - -K vy! [i 十 Cs. J 
从 而 有 gu © TO0，2) 使 得 xz 一 2 民风 第 一 章 引 理 6.3), 以 及 
exe<os( 仅 依赖 于 Ox, 0 的 常数 ).， 
在 定理 3.3 的 证 明 中 , 我们 已 经 得 到 | 
(Gu ~20r-+au(t) —qu(s))a8<0 对 ao. FE (0, 2m), 


4 hiy = 088 sup ult), 
fein 


将 证 poe BH. ee 2a] guts) > Hatt, 9 


从 而 osc 03) pn 20 20, . 
Hy 


令 ftETA{E [05 20] | qa) > tw l}, E RITNR. 于 是 
Gu( — 20- AL) mes( OB) <2x Gul +201 +1), 7 
即 得 四 ae 
jal- 20 -1 十 去 He )( 2m - Pa dag — 20444), 
MAT m WER. oe 加 
8 inf KOE 有 不 依赖 于 M HFA 
这 恒 证 明了 laulema aC Hr). - ATE | tardertqy 2045 JAM. 
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hunen] E tu lleg t ar || regas, 
即 得 记事 的 一 至 L” 估计 . 
3 现在 来 证 明 (8.44) (3.45). (COAST g ARAM, 
teh, BEN gu ARM 
MN) +e ， 当 y>N, 
hulo) —4h(v), 4 lol<N, 
aN) Loot er 4 pW, 


Hk N—g(M), N= g- Midi Hule) = |° hu(s)as, W 


H(N)+h(N) (oN) + 4 y>N, 


Hy(v)} = HCV), wiv | 
[HCN}Y+hCN) (vB 4g 
-p N 


REG) BAT 

H(0)—4 h(w)v>a| | -0 (Young $R), (8.46) 
以 及 | E 
tim Ato). -0 (3.47) 


too 


i (3.47) Bay 
fetal ze Fae (om) [Jon] ots, 
问题 便 集中 到 验证 (3.45), R ew | mss, 而 由 不 等 式 (8. 46) 
By 


Huv) -5 talo) 0p lel—-0. (FÈR acl) 
noa bal 当 uN, 
RA Hy vjs ly |” | 
l H (v), a cN, 


对 尾 给 >00, ARK N 的 常数 OO, 使 得 


_ 
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Tyo Hylet, 
Co HA vce fe E38 中 确定 的 临界 点 ， 所 以 


Jun) =g Ron, mot | Tulon) 
=f Hx (vw) 一 去 hulun) Ou 
- =e | | wu | 一 局。 
男 一 方面 ，. ee 
Julo) <supd ulih) 
| <sup( 一 -党 a? sta 210, ial). 


iat "e. 


Repat (ipm 6H E RAET ARE — a RAEG, P 
当 取 s< 时 ,得 到 Vx(ex) 的 一 至 界 。 AEAT ““， 
o | Bical Oo, | 


对 此 定理 证 毕 . 
$3.8 H. Brezis, L; Nirenberg [BN 以 及 P. 48 
Rabinowitz[Rai] 中 ,研究 了 解 u BIJESU TE, 事实 上 , PREM HE 
可 以 抬 高 到 下 述 清 形 ， Uitte, i wed Be 
: w= Koco) arco), 
weEOC(Q) NRO) 
(SF (Ral) FH 2), MR - PRR ge OR), BA MOEN 
TEIE TT LA SRS BY. za OQ) NRD), wa ECON(Q) NRO). 
$3.4 前程 (3. 34) 中 函数 9 ABO i, ANAREM: Ap 
些 根 本 与 主 无 关 的 解 
; 人 ta WY =D, O<a<a, 
u(0) = uCor) =O 
不 都 是 非 线性 波 方程 (8.34) 的 2r A BBR A EE TRA 
万 得 到 的 解 会 不 会 进化 为 这 个 常 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 解 Ser 


(8.48) 
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管 案 是 :不 会 的 . 事实 上 , 4 o PAN. (8.48) Ae 
的 零 解 ,而 前 面 得 到 的 却 基 非 堆 解 ， 换 句 话 说 , 定理 3.3 或 383.4 得 
到 的 是 依赖 于 t 的 解 . 

注 3.5 定理 3.3 与 3. 4 中 关于 g 还 可 以 作 进 一 步 的 改进 ， 
例如 

(4) g RMT t, (关于 + 一 2 周期 )， 其 证 法 完全 类 似 ， 
只 需 在 一 开始 $ 3.2 中 考察 KMS OPH RST. 

(D g XF u LUERE, RRR. x 
i 58 tt FB A AA 8 a g E, 

D 8 RPM MRT u ETERN. 

注 3.6 RR RA eR a R R OE H Rabinowitz 
BS, RR J BE AE E TETEA RIM HN ($ 
# (Ra, 8]). 

$3.7 当 g 不 单调 时 ， 前 述 方法 不 青 适 用 最近 Coron 
[Cor21 限 制 在 较 小 的 空间 上 , 应 用 Rabinowitz 原来 的 方法 ,讨论 
了 可 应 方程 的 非 平凡 和 解 的 存在 性 ， 


3.4 Hamilton FRAME 

Pe FFE Ss BE ED 曾 提 出 过 求解 Hamilton 772 H E ety 
两 种 类 型 问题 一 一 给 定岗 期 了 与 给 定 能 量 "， 江 在 那里 就 给 定 能 
旱 的 问题 进行 了 讨论 . TER MEUT AREAN ME, BI 


7 一 2r (否则 作 变量 替换 :r 一 387 t). 


对 Hamilton 函数 A eu Km. 
(Hy) HEOR”, 民 ) 是 一 个 严格 上 是 的 函数 ,满足 ， o 
H(@)=0, HO0)=0 ` To d 


(H) FE be(o, 5), URMM M, O>0, 使 和 
He) <6H' (a)ez, 
以 及 HG) <M 2|%, 
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4 je| Oo, 


(Ha) lim 


H(z) o 
FE =o, 


ze |g 

定理 3.5 i% Hamilton me H WECH) ~Ha), 则 方程 
组 : 
| pure, tE [0, 2x], 

2(0) =2( 22) 

NA ee |S 

证 明 RBA A= -J-F EIS, REARS 
张 ， 关 满足 定理 3.2 PRE 4A) C42) CB 86.3), 利用 
这 件 事 和 定理 3.2 立 得 缚 论 . 

+38 类 似 于 波 方 程 的 讨论 , 还 可 作 如 个 修饰 

. {1) Hamilton M% A 可 以 依赖 于 时 间 

(2) 增 涨 咒 次 的 限制 可以 放宽 . 

(3) EH A 的 凸 性 限制 (参看 Rabinowitz[Ra4, 71). 

$3.9 2H 3.2 KAD FREER RAR: © 

tag + gear HILU) = 0, (t, s) ECO, 2m) x (0, m), . 

ut O)=ult, m) =at, O) = tisli, 7) =—0, tE (0, 27), 

(0, 2) =u(2n, a), ED, 7), 
为 特殊 情形 , BB IK GK Sanchez (Chl), 

$3.10 定理 3.2 还 被 用 来 讨论 球面 上 的 非 线 性 波 方程 ， 

fie A+ g(u)=0, C, s) EO, m) x8, 
“u(0, t) ~ul, w), Weed, 

Hp A1 E S7 EA Laplace-Beltnami FF, SHEER. p 
as wt [CHL], 

Ue sae aS, er eee eer Le CE 
理 3.2), 可 以 把 变 分 方法 与 上 .下 解 结合 起 来 , 导出 微分 方程 的 许 
AHR, SRIKRK[Che, 3]. 

在 本 书 中 , HET RTT RA, ERREN I EE mA 


(3.49) 
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性 条 件 : 增 涨 阶 a< ZEE (参看 8 8.1 HH), BOM, § 8, 例 3 
(8.8) 等 )、 这 个 条 件 的 作用 是 oth R ab Tm HE, 
c<2 ESRR PS 条 件 ， 然而 有 些 上 几何 问 题 和 物理 问题 
导出 的 方程 对 应 的 增 涨 阶 正好 是 a- EE [Yamabe 问题 (参看 


Aubin[Aul]), Yang—Mills 场 方程 ] ,也 就 是 说 , P. 8, 条 人 忻 恰 好 
不 满足 ， 这 时 为 了 应 用 临界 点 定理 的 一 般 原 理 , 还 需要 更 深入 的 
和 分析 技巧 ， Aubin [Aul] 与 Brézis-Nirenberg [BN3] Wy JH Æ {E 
Cooner 常数 得 到 了 一 些 有 意义 的 结果 . 


‘$4 环绕 的 其 它 应 用 


在 $2 中， 除了 山路 引 理 外 , 我 们 还 介绍 过 一 些 其 它 环 秘 的 事 
fA. 在 此 将 列举 其 应 用 , 


4.1 共振 问题 i 
Bk f 设 lim golu) =f (Et), A 是 AHR MAE, 


Dirichlet-0 边 值 的 一 个 本 征 值 ， 问 对 哪些 Ae) C (OQ) 7B 
—du=iutglu)—&, EA, (4.1) 

| Jan 0 
有 解 ? 
RAMS Mite. He 是 一 个 Hilbert 空间 ， 
Y 是 一 个 Banach 空间 , 并 旦 2R 的 插入 映射 * 是 紧 的 . 

证 五 是 和 上 自 伴 算 子 , 它 的 非 正 社内 含有 有 穷 个 本 征 值 , 每 
个 本 征 信 至 多 是 有 穷 重 的 ， Loco, AR Die - 

(wer | Le = 6}, | 

由 此 ， 
dim RD << +00, (4.2) 
BRIEY, RY, 有 常数 MSO 
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lo’ (ae) |e Va N, (4.3) 
其 中 上 fw 表示 Z 中 的 模 .。 以 下 用 < ，》 表 示 as sok Or ks 
7 WIR, C, JER FER, 


T 


Vi Y 
A 
Lo eG 
并 用 A, ror" Be 71 tA: 
《dp y= (2, y) Ve, YET. (4.4) 
考察 下 列 泛 函 ; | o 
J(u) =} Lu, u)-gu), uk. (4.5) 
则 | | | 
J(u), v= Chu, 0) <a (ru), To 
o; = tog oru, o>, WEF, (4.8) 
ap o 
J’ (0 = ALu— zog’ OTR, LAT 
ERAL 设 工 满足 (4.2), g 满 足 (4.3) 以 及 
g (TL) > + (BE — 0%) 24 juj +0, wERC) (4.8) 
BS Go 有 临界 点 . 
证 明 ”我 们 仅 对 giru) +o 的 情形 证 明 ， 另 一 种 情形 证 法 
完全 类 似 . 
1° EME J WE P. S. FAE. 设 
| F (tty) [<O, 
| 7" (zen) | —>0, 


记 Pte” am, P-=f de, P= E Bo, Ht -| ME, 是 
LRR EO, Gnr, . 
(LP un, Pew) — Cy EP ta), TE n 
= | LT n), Prun | Pul. (4.9) 
但 人. 的 的 去 边 天 于 或 等 于 


-——-.— .. se to -一 一 -一 -二 O o, o, am, ma 
lia kike. n 
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Ea P*u,{?— Ml oP *u,| » 

= pe | P tn? Ma] P ttal, (4.10) 
其 中 e, >0, 分 别 是 荆 的 正 请 及 负 详 到 0 的 距离 , JE Z K, 

:| 是 多 的 权 ， 联 合 (4. 外 与 (4.10) 得 常数 型 。>0, 使得 
Pun S Ms, (4.11) 

再 利用 等 式 
J (tn) EEP, Pti) + (LP tin, Pa 


Ag (EPt) — [g (Tn) — gr Py)] 
以 及 条 件 (4.3) 
| Cre) — 9 (ePu,) | <M eP un + PP tm) | 
| <M,(|Ptu,|| +) Pom) <M, 
推 得 go (oPu,) BA, (IRE (4.8), KMS T 
. i Pirni <Mr. | 
这 样 就 得 到 ; (FY. Hy r ERR, g 连续 . 由 (4.7) 
AY AEF ws 使 得 A 在 2" PRM P+ PP) BR 
ESETE, {uPA Ll uy, HB (P+P uy te pe 
人 敏 ， 于 是 ALDPtu, FX push. 如今 ALEPH LA 
的 , 从 而 Pru, 在 2 pica, P. S. 条件 得 以 验证 . 
下 面 应 用 $2 例 2 中 的 环绕 以 及 定理 2.1 证 明 (4. 闪 中 的 泛 
RJ ARR. 今 取 O 
i= CP +PZ, Zas P ZF, 
则 因 
J (Pt) aE | Ptul?— g@ Pt) ~ 9(8)) — 9) 


(BSE Ptuj- MM] ePte| gO) 
>- | Ptul*— Mal Pal - g@)> +00 


34 || Ptu||> +00, DT LL a SERB, HEE 
J | oe 8 > 一 


§ 4] EES Bt Shs i Fa i75 
(HA Tt ERAD, M 
JUP+P Ju) < -E Puf’ (9(e(P+Po)u) 
— git Pu) ) — g(r Pu) 
RBA | ge (P+ Pou) —g@ Pu) | <M Poul, 
ya Pu)—> too, %4{ Pul—++oo, 
BREA SCOP +P )uj-—oo, 4 |(P7+Pju]l->+00,. 
W REEK, EEI Pul Pat | 
| JPP ju) <B-1, 
TESS S= 4a, Q=BrN ZI 
时 , J 满足 定理 2.1 的 一 切 条 件 。 所 以 它 有 临界 点 ， 
现在 来 回 管 哪 些 hEL 8) 使 方程 4.1) A Re 对 于 任意 
may we L°(Q), id u,()—max(ule), 0), u=(-w., AMD 
Yow, 
Heit 4.1(Landesman-Lazer) 设 名 是 一 4 的 一 个 本 征 JË. 
Io, RoR 是 连续 的 有 界 栈 数 , AC DPQ); 则 在 假设 
(1) lim golt) =g +}, 


(2) p= 0) | v — golt) fo- < fren 
< gol +20) | e, — gel~ 20) | 0, n (4.12) 
或 者 
go( +00) | 04~ go(— 00) [o-< f Bow 
<go(—20) | v,~go6-+ 0) f v~, VvEN(— diD ay 


的 条 件 下 , 方程 他. 二 有 解 . 
EKRAR Z=H O), Y-I), Leid-ÀK, K 


(=A), gu) =| (ou) —AG@)u] HH 


ou) =f" oa 


i76 BEKEA tase 
这 时 因为 
<— de, ope | — duom | Vu: Vo= Cu, v), 
Vu, v€ HIO, BL Asd 
© AL=(—A-AD, 
而 Tog emu gou) — AlE), 
Bru pH (4.7), J 的 临界 点 对 应 着 (4.1) 的 解 , 而 条 件 2) ET 
(4.8)。 这 是 因为 
人 iets, 
Po Lt gelFoo)e@), H too, 

所 以 gto) = | [Go(to) ~#h-0], 
[go6-+-09)04— go- 0) — {hw te, 


aite) _> 


foco, RE faro, 14 tamon, 
当 vER(—d-ADR, Sioto, GIDAAT giv)>+00, 
(4.12) BAT geo 

$4.1 推论 和.1 Hey =h 时 ， 首 先是 由 Landesman- 
Lazer [LLI] F 1970 年 得 到 的 . 随后 出 现 过 许多 推广 性 的 工作 ， 
比较 系统 地 总 结 这 方面 的 结果 并 附 有 大 量 文献 资料 的 工作 可 参看 
Brézis, H., Nirenberg, L. [BN 1]. 定理 4 和 .1 Wir” P. H. 
Rabinowitz [Ra 6], (HHA Bis thm, He. EH ARIE 
kE Ahmad S., LazeA, C., Paul J. L. (ALP 11 WARE 
Beet TE SRE Be oh Fy SA BA eT eR. 

注 生 .和 ( 强 共 振 问 题 y》 Bartolo, Benci, Foriunsto(BBF 4] 
研究 了 一 类 强 共 振 癌 题 ， 在 问题 导 , 蕊 中 , 认 

Alg) =Ü, 

并 设 lim golt) =0, AURR EW F: 设 

(1) tgo(f) >Ò, 24 taco, 


"l 


TMR 
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(2) Go) 8<0, % i+, 
(3) HARA, wit 

SU 77 #2 (4.1) 4. 
方法 用 到 推广 的 (P. SY 条 件 和 8$2 BB 中 的 环绕 形式 ， 


42 零点 非 超 线性 的 问题 


转向 下 列 边 值 阿 题 : 
— du= amut Éis, uy, wE, 
a0, (4.18) 
Hep f, 办 EO xR), yE O D, 满足 :83 pi), ey, 
(Fo 以 及 
(Fy) fiz, >0 Vit, DEREI 


Lial) >O Vee, Holder 连续 . 
比较 (4.18) 与 (3., 力 ,唯一 的 差别 表现 在 多 了 一 项 mw)juw， 熙 
用 3.1 的 记号 ,不 难看 出 (4.18) 的 解 就 是 泛 函 
TD -BV au") h Pw, u), we EKO) 
ARR, ALR 3.1 中 的 验证 一 样 ,J EER Er. 8. 条 件 ， 所 
不 局 的 只 是 由 于 多 了 一 项 |as, J REWE 引 理 在 4 一 6 处 
的 条 件 . | 
M42 AA), (FD) WY, (FOUR «or (Q), 
O<y<1, ale) > 的 假设 下 , (4.18) 有 有 非 平凡 解 . 
证 明 # _ 
. OCA Aa Ag SA, Re l<iAgy St 
FE SiR GE AA Dy BAC HE A, 
(Ama TEQ, 
ula =0, 
bi, ha, u 页，… 为 对 应 的 本 征 向量 ， 今 取 
E; =spanid,, +, Dey, 


r rr ed de g 


178 极 小 极 大 原理 [第 三 章 
AHMAD. HOEF, EÊ EE, 


Jove) "Pps aut, 


wu J>- r) VWS Fe, u@), 
仿照 定理 3.1 中 第 2° BAIE, BERIE: 
| FG, u@)) odd), Bu HO)). 


HF 1-7 — >00, LH p>0 R a>0 使 得 
Ieee, Hues NÊ, (4.14) 
YE Ers E, AP ABR YS) FU Fe, N20 V@, DEQ 
Ri, EAST 


J(u) => | V-a- f FG, uw) 
<5 [(Vd*-aw)?<0, (4.15) 
现在 在 有 穷 维 子 空间 及 ja 一 span{ga， 0, dear} EARE E 
J(w)， 由 于 假设 (Ps)' 可 以 推出 | 
F(a, Ost +0, Ci, Oa 是 常数 , |i =e, 
所 以 当 wE Era 时 ， 
JUS Ont) ax? 0 | |u| -Omosa — 00, (4.16) 
24 jujo, 这 是 因为 : AEA HAL — DIS os OREA 
射线 T(u)>—0o, (<4), QAF RE RE, 


#5 (4.16), FE ROOK R>p), HB 
JOSO uC OB Bass. (4,17) 
取 8-88, N Ë, Q- (BaN Er) U (ABr N Era), MAEM 2.4 以 
ES 2 的 注 2.8 PAPA, MJ 有 临界 值 COza>0, Mill 
(4.18) 有 非 平凡 解 ， 


wl io Se 
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评注 与 参考 文献 


61. ÆR 1.1 是 Palais 给 出 的 [Pa 2,4], 定理 1.2 Ai LB Palais, 
定理 1.3 与 1.4 实际 上 包含 在 更 一 般 的 形变 引 理 {第 四 章 定理 h, 这 
里 的 表达 形式 属于 本 书 必 者 。 ATR-MEAR EB, ai E h Jhocrepuar, 
[ilu petpman 提出 来 的 [L811]; 经 过 许多 演变 , 例如 见 Palais [Pa 和 ,这 里 的 
形式 是 本 书 作者 给 的 。 定理 2.6 Æ Hilbert 空间 的 情形 是 卫 Kothe [ Roij 
给 出 的 ,作者 在 此 将 其 推广 到 Banach 空间 。 

52 中 前 环绕 定 兴 状 在 Benci Rabinowitz [BR IJPRAH MH, E 
2,1 在 Hiibhert 空 间 情 形 , 在 Bartolo, Benci, Fortunato [BBF 1J ne ae 
及。 定理 3.3 与 定理 3.6 是 作者 给 岂 的 ， 山 路 定理 最 早 见 于 Ambrosetti 
Habinowitz [AR 1], @ 2 的 形式 风 Rabinowitzs[B3 全 ,和 例 3 的 形式 网 Benci- 
Rabinowitz [BE 1], Bartolo, Benci Fortunato [BBF 1]. 环绕 数 了 的 讨论 见 
倪 准 明 [Ni il. eA 2.5 是 由 Castro (Ca 了 提出 的 ,定理 2.6 的 原始 形式 是 
山路 引 理 的 对 人 惨 , 见于 [A 1), 但 那里 有 些 条 件 是 多 您 的. 

§ 3， 定 型 3.1 geese Ambrosetti Rabinowitz (AR 1J RENA 
Be RE HGRA ART LR. 9.2 和 节 的 讨论 是 新 的 ; 其 中 引 理 3.5 eS 
给 出 的 , Bak WR A(CL 1],8 3.3 Hee Rabinowitz [Ra 3] 

得 到 , Brézis, Coron, Nirenberg [BCN 世 给 出 简化 的 证 明 ， 张 蔡 庆 、 李 树 
杰 、 蕴 光 昌 LCLD 雪 又 给 出 另 一 个 证 明 ， 我 们 在 这 里 利用 83.3 中 的 一 般 结 
果 推 出 这 个 定理 .§ 3.4 的 结果 , 在 更 一 般 的 形式 下 , 由 Rabinowitz (Rad, 7] 
得 到 ， 在 那里 Hamilion HR BR BER ALT I 这 里 的 简化 证 明 是 Ekland 
[Rk2] 给 出 的 . 

84. 例 1 参 看 Rabinowits [Ra 6], EUR AS RIK [Ch 4], 
i 2 #2 @ Rabinowitz [Ha 5) 50) 485[ Ni 1]. 


第 四 章 畴 数 与 指标 


| 流 形 上 的 或 有 某 种 对 称 性 的 沁 画 有 较为 丰富 的 临界 LTB, 
除了 第 三 章 提 到 的 环绕 概念 而 外 ， 还 可 以 利用 与 这 谢 形 或 与 这 作 
用 群 (与 对 称 性 相 联系 的 作用 群 ) 相关 的 代数 拓扑 不 变量 来 确定 沪 
尔 的 临界 值 ， 从 而 估计 临界 点 的 个 数 ， 其 中 贱 数 概念 和 关于 作用 
群 不 变 的 指标 都 是 这 些 不 变量 . 

本 章 前 中 心 定理 是 JIIoclcpIHHEK-IIHFPeabpMaH 重 数 定 理 “Ge pni 
1.4, 2,2; 3.8), : 它 不 但 从 极 小 极 大 原理 产生 出 临界 值 ,而 且 异 助 
于 前 PLR A) FD DAEM E — A HE ak A a A B R AE 点 集 
BAN. 7 

$ 工 介绍 畸 数 概念 ， 并 导出 相应 的 I II. ae ATE 
Finslor JE LEHRER RESE ERE, 我 们 引进 绝 
对 邻 域 收缩 、 同 伦 扩 张 性 质 等 概念 , 并 讨论 了 有 具备 这 些 性 质 的 一 些 
重要 的 空间 、 WT Finder 流 形 上 讨论 临界 点 ， 我 们 把 第 三 章 
的 形变 定理 进一步 推广 与 加 强 ， 定 理 1.5 MR SE Sl 
当然 , 为 了 在 流 形 上 建立 形变 引 理 , RA BEE eae 
念 推广 到 流 形 上 去 ， 

§2 是 一 般 的 指标 理论 ,中心 定 理 是 定理 3.2， 平行 于 第 三 章 
的 讨论 , 我 们 又 引进 伪 指 标的 概念 ， 定 理 2.3 是 定理 2.2 的 推广 ， 
也 是 形式 更 一 般 的 工 1I. 定理 ,在 应 用 中 常 要 遇 到 ， 引 理 2.5 以 
及 定理 2.5§ 建 并 沁 基 的 新近 行为 与 指标 之 间 的 关系 ， 是 很 有 上 用 


gi} 参数 理论 181 
的 . . ' 
MF Zam, SRN SHH. E 88 PRNSHTE 
EX. HTE A, A PRR ES A BR CE BS. 5 RH 
W, ESE is Ee EBS S3. 3( 对 称 的 A. IM, AE DD -HAE 
合 的 直接 推论 . 在 许多 微分 方程 后 题 中 ， 它 给 出 无 穷 多 个 解 
pene | | 
E $4 中 引进 对 应 于 晤 群 的 指标 ， 为 了 估算 这 个 指标 ， 我 们 
需要 一 个 局 群 的 Borsuk 定理 (定理 4.3)， 为 了 个 小 及 太 和 多 的 代 
数 拓扑 知识 ,我 们 采用 Brouwer 度 的 方法 .这 在 $4 中 占据 了 相 
当 的 篇 幅 ， 作 为 O 指标 对 微分 方程 的 应 用 的 例子 ， 我 们 讨论 本 
Hamilton on de a et LAA PGW Par, Ekeéland Lasry jE 
(定理 生 . DARA PSE HUE SAC, a 


51 畴 数理 论 


为 了 估计 临 蜡 点 的 个 数 ,loerepaax-LInmaperpwa 引进 了 暑 数 
的 概念, 这 是 一 个 拓 反 不 变 划 , 利用 它 可 以 估算 流 形 上 泛 函 临界 点 
的 个 数 的 下 异 ， 它 在 研究 紧 流 形 上 闭 测 地 线 前 个 数 问题 中 起 过 重 


要 的 作用 . 


1.1 me (category) 
exil REMEDIES HH, ARMA TR. $ 


cat (4) int {me #Uf{pooh lam PARAE Fe o Fn 使 
ACU Ft. h Z, 是 非 负 整数 集 ,我 们 称 cut (AW A HH 
XB RA 了 称 为 是 可 收缩 的 , EREM 上 ， 它 可 以 形变 到 
ok 即 , 记 上 的 但 同 映射 ide 在 MEN OPE RS. 

为 了 强调 出 畴 数 的 定义 不 仅 依赖 于 集合 A, MAERAH 
六 空间 M 本 身 ,所 以 有 时 也 记 作 oatCM，4). : 


ise Be 数 与 指标 l [$ vast 
例 1 (2, Z) 一 1, 当 是 一 个 Banach 空间 . 
FEAA Z ABBA SE CaS, AR p: fo, xL 
WF: p, 2)=A—De, 
PAD 对 于 各 维 球面 ,有 cat(8", SYR 
RRS 是 单位 球面 ， 首 先 ,证 8” 在 自身 内 是 不 可 收缩 的 . 
HERB, Je: [0, 1] xS">S", fe oO, -) dd, Wead, +) = 
to ES", TF a 
fo, ..: 4 @=0,. 
e (1 iolar) woE Bo, 


其 中 Be! nd 维 单位 球 ， wom oo m Az Bet’ EE 
续 的 ， 由 Brouwer AH AEH, ARB SCE, HEM, FE 
S, MI t= Atom -to RMS T 2-0, BHCC HR, BU 
S" 在 自身 不 可 收缩 ， 也 就 是 有 
oat(S®, S*) >1, 
其 次 将 Be" 分 为 两 片 s: = Ò (0, Enti) ER" x R i Pte a 
1, m4 0}, EEE, 


Pa 5 d y EEDE T y, Gant 
1 Get a 


上 > 


F . 


Aa) : 二- 


IAEN Ent } Cea El, 
,4£0, eth 
W p: SL 84 BEN HH pæ) = (0. +1), VeESi; 所 以 又 
有 cat", S*) 2., 
EEL MA 下 列 基本 性 厦 , 
1° cai(A) =00A =f; 
Ti (HE) AC B=ocai(A)<cai(d); 
3° (KIME) cat (A UB) <cat(A) +eat(B); 
A GRRE) cat({p}) =l, VRE. 
还 有 


$ 1] Be #2 it 188 


5° (形变 不 减 性 ) 设 有 p: [0,1] xM M, HIB p00, = 
id, p(l, Dh, WÄ 
eat(A)<ecat(h(A)), Vv AIH AL 
证 明 WB=ACA), cat (D=m MA Fi, e, Fn, BEM 


中 的 可 收缩 半 集 , WE, BOCK, 

(一 用， 机 ~h IPF) é=1, = 
出 G, 是 闭 的 , 还 是 可 收缩 的 . Ct, +) eos ,而 六 可 收入 即 有 
p: [0, Dx MM, #0, -) ~id, HOA, EM TALI BE 55 


bE LTTE), HACU Gh、 所 以 有 
at 4) m= cat(B). 
最 后 ,还 要 证 明 | 
6° (连续 性 ) 设 ARM 前 一 个 紧 子 集 , 则 必 有 4 的 一 个 闭 邻 
itt N fk ACini(NICHN, fee 
eat A) = cati N), 
为 了 证 明 这 个 性 质 ,我们 需要 
引 理 .4 k A, Y ENEEIER Banach HB, ACK B— 
‘fF WME RAE, CX % {0D U (Ax (0,1) 9¥, A 
HAP RD, X x [0; JY, 
我 们 把 它 的 证 明 放 到 下 一 段 去 . 先 作 
性 质 台 (连续 性 ) 的 证 明 . RARM PRES R, RR 
eat( A)<co, inti. TANNA Fa ce, Fa ES 


ACU) FRET Fy ERIE LI, i=l, 2，…， mm, BETS, 


都 是 可 收缩 的 ， 这 表明 有 pa Fix I->M WE; oC, 0) id, gC, 1) 
=p EM; 于 是 有 扩张 ， Pe: MxI—>M, WHE, p | exc utrxn = 
luxouaxp, =L, +, m, BVA Bi 的 一 个 可 政纪 的 闭 邻 域 ， 
刚 T= a, DRM, WAR AA Vimo, 0) 


是 可 收缩 的 ), 从 而 五 =~LJD, 是 4 的 一 个 闭 邻 域 , 即 得 % 一 oat(4》 


184 BA 5 we [ipo 


<cat(U)<m, 

总 结 起 来 , 有 

定理 1.1(Palais) WM 是 一 个 可 度量 化 的 Banach 流 形 ， 
Wega cab 具有 单调 性 次 可 加 性 、 规范 性 , 形变 不 减 性 以 及 连续 
FE, DLA: 

7° Æ cat(A) =m, W A REDER m ER, 

8° BARRT HR, W ci(A)< 十 cc。 

WEA R i~e 已 证 , 兹 证 . 

T RE. KOT ES E R, 

8° 由 连续 性 及 规范 性 再 证 , YpE 4, 习 它 的 一 个 闭 邻 域 J 使 
48 pC int(U,) CU, E oat (Uy) ~ -i 再 用 有 有 穷 覆盖 ， 以 及 次 可 加 
性 和 音调 性 ,得 


KA) <eat (Um) < UN) =m, 


1.2 sixth emi ES ER PR HO RTE 

在 上 一 段 ,我 们 留 下 引 理 1.1 没 有 证 明 . 它 涉及 到 在 给 定 闭 子 
集 上 上 的 连续 映射 是 否 可 以 延 拓 到 全 空间 去 前 问题 在 这 个 方向 
土 ,最 原始 的 结果 是 Tietze 定理 , ER SHTML ES MR, 
可 以 扩张 到 全 空间 ，Tietze 定理 的 推广 有 下 列 

定理 1.2CDugundji)” 设 4 是 度量 空间 ( 王 , p) 中 的 -- 个 闭 
子 集 , 了 是 一 个 线性 赋 范 空间 ， 又 设 办 4-> 了 BS, yet Z. 
X—»co(h(A)) HSE, WE, Pla —o, 其 中 co(h(A)) BA (A) 的 : 
or: = 
证 明 1° Vee X\A, RFR Va diaom(V.)<e(V,,.A), W 
VAEA A-REN TERTAWA ine, w E 
(Ux, TEA WHER TEA ROE X\A, > | 
E p(w, XWW 
pa pie, X\U 5)? 


则 O<As(a) <1, HH A(e) DOCU, Ae HE X\A 上 是 连续 


| Asle) = 


3 1]. 85 Fit 155 


p(n), SEA, 
KO [Exes sE K\A, 
其 中 a.€A, 按 下 列 方式 选 定 E 
. plaz; DI <2p(d, U U). | 
因为 Wa X\A, BSRAAAT +E A) 40, RAR 
Darla) =1, UR pla) EHA), 所 以 PC) Eoo(4(4)), 并且 天 


| 论 在 ini(4) 还 是 在 X\A 都 是 连续 的 
， WHE $ HE OA, Eee, 设 aC OA, Ver, au>0 使 得 
p(t, @) <a, aE A=>|$ (a) — TOETA 


exe < 他 要 证 , YC Ô, 


: IOR ~$(m)<s, 
VE ON(X\A), 分 丙种 情形 : | 


(D) pe, p) <S. 这 时 


poy Gy po, ©) +e, te). 0%, 
所 以 有 (pCt) ~ Par) | <8, 


(2) p(w, a) 5. RR 


ptm, Gy) BPY, to) >p, A), ow. 
PRA of Ue. LB, MR eC Ue, BA, | 
| . pl, az) <plae, U) 4-diam(Us) - 
<2p(A, Us) +e(A, Ue) 
Bp A, U2) <8, AD, 
这 便 是 一 个 矛盾 
这 时 Ae Ca} =O, 
联合 这 两 种 情形 , 得 到 
|E -PE I E Axx) (PG) A 


KEDA (2) =8, 
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至 此 定理 得 证 ， 
还 要 研究 更 一 般 的 映射 的 连续 扩张 件 质 , 例如 说 , 在 定理 工 .2 
H, PREREZA 了 换 成 一 个 度量 空间 ， 或 一 个 可 度量 化 的 流 


定义 工 .多 设 M 是 一 个 度量 空间 ， 称 MR As oh ie E: 
(AR) (absolute retract), BHWFERA EDERA N WÈ 
的 任意 一 个 闭 子 集 44， 以 及 任意 一 个 连续 映射 办 AM, RA 
AEBS HD. NM, plap. PM B— PAN HOR i Ak 
(ANR) (absolute neighborhood retract), 基 指 对 上 述 4, N Bd 
ARN PR ARRU 和 和 连续 扩张 外 UM MBS = 由 

空间 M 称 为 是 一 个 局 部 AR (或 局 部 ANR), ER. VEM, 
有 一 个 形 中 的 2 部 域 严 ,使 得 玉 是 一 个 AR (或 ANR). 

从 Dugundji 定理 立即 可 见 , PARERES HHH OTR, 
必 是 一 个 二 有 有 从 而 一 个 Banach 流 形 必 是 一 个 局 部 AR. 

定义 1.3 HX, Y 是 两 个 拓扑 空间 ，4 是 的 一 个 闭 子 
集 ， 称 4 在 互 中 关于 了 具有 同 伦 扩张 性 质 ， 如 果 和 任意 连续 职 射 
p: (Xx {0}) U CA [0, 1)¥ 可 以 连续 地 扩张 为 X x (0, 1] 
>Y 的 映射 市 

为 了 证 明 引 理 1.1, 我 们 需要 下 列 引 理 . 

以 下 记 I= [0, i. | 

3161.2 2X 是 一 个 度量 空间 ， 冯 是 它 的 任意 一 个 mF 
集 ,了 是 一 个 ANR; 则 4 在 硫 中 关于 了 具有 同 伦 扩 张 性 质 . 

证 明 ke N= žxİ, T=X xU Ax I, hd. TY 连续, 
由 假设 , ATMO TBR, 以 及 中 的 一 个 连续 扩张 多 E A: 
U>Y, 又 因为 工 是 紧 的 ,有 4 在 X 中 的 邻 域 下 ,使 得 已 xTCD， 
ER y: XT, WER upper, H pl|a~1, #4: 

H@, D=4(e, v(x), 
MH, XxI-Y, If 五 jz 一 中 
所 以 为 证 引 理 工 .TI， 有 只 需 再 证 . 
引 理 1.3 设 了 是 一 个 可 度量 化 的 Banach RIE, WY 必 是 
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一 个 ANR, | E 

-AEREA ANR 的 一 些 基 本 性 质 . 

D ANRE RATRE ANR, 

证 明 EO RANRY 的 一 个 开 子 集 ，《 支 ， 人 是 个 度量 
空间 和 和 它 的 初子 集 ， $: A-+@), KEA A WERU R p ERT 
# hi >? | 

因为 了 是 ANR, PHRF Y BERTE hs VY, p Y 
是 十 的 一 个 邻 域 ， 因为 依 是 开 的 ， 所 以 p aa) = DEV 中 是 开 
的 ， 并 且 ACU, BINA U 还 是 4 在 飞 中 的 一 个 邻 域 . 令 

& U>, b=ds\e, 
则 多 即 为 所 求 ， 

(2) 设 X-X |) Xo, 其 中 x4, 不 都 基 一 个 度量 空间 中 的 
开 子 集 , 并 且 是 ANR, 则 X Æ ANR, oe 

al HCY, DR—+ERSA MEAT SR, 6. B>A H 
x, 将 证 外 有 一 NSRP HE. F 

| | Fy= Bie (Xa), Fa= B\b"*(X4), 
WF: Fa-9, HBB BM, MAY. TEA Y 中 的 
AAEM HY, Ya YF, t=1,2; FEY OH Y PiU Ps) 
EY PERH. & BYN B, i=0, 1, 2, BA. Tooo 
ABYC XN Aa”  . Gt 
. OO BYCX,, t=1, 2, 
Bo Æ Yo PHAM. WAC), 4.9 Xa E ANR, HU. 1 表明 
pja 有 一 —A Yo 中 的 Bo 的 开 邻 域 go 到 XAN Xs HTH, 这 个 
扩张 定义 在 Uo 上 ， 而 原来 的 映射 由 定义 在 Bb, CRP KE 
Bu 一 Den 互 上 相合 ， 记 以 拼 起 来 定义 了 一 个 里 射 p: UoU BOX: 


AA 
; soe U= (UU B) N Fy, i 
Do 在 UoUB TETA BEY PA, 从 而 在 UUB OTT 


BE UA p ERR. 
”我们 有 
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PU UBICX,, i=l, 2, “ a 
Fo 在 上 EHH. 1.8) 
集合 UoU Bi 在 UoU LY: PRB, 网 为 
. (UoUrT (Uo U By -FN BiFa E 
E Y PR, 又 因为 Xa 是 一 个 ANBR, PELE CL.2), pijoun 有 一 个 
KA U UF: has OU Bs 的 一 个 开 邻 域 0 到 Xa 的 扩张 pa Gi 
.接生 .3 Uo UY% YoU Ya 中 是 开 的 ,所 以 
在 下 oU Fz 中 是 开 的 ,， ” .4 
类 似 地 ， be. Uy Xe Bibl ous, 的 一 个 从 UoUYs 中 的 
UoU Bs 的 一 个 开 邻 域 Us 到 工 。 的 扩张 … 按 人 3, CoU Fa 4 
Yours 中 还 是 开 的 ,所 以 | 
. eS Ua YoU Ya 中 也 是 开 的 . (1.8) 
人 0-DuUDs OS UX MF; ! 
gal, Heeli | 
JÈ 2) = ty (Œ), “4ee Ua, 
M 26 Uo—Ui NUn RAVE pale) = ha(w) = “Ho, si B A= 
REN. 我 们 有 - 
. “Ui = Ya, U= UN\Y, E 
所 以 U, YT 在 它们 的 并 人 如 中 是 闭 的 . 因此 人 $ 是 连续 的 . on 
中 的 一 个 扩张 ， 剩 下 只 需 证 明 忌 是 召 在 了 中 的 一 个 邻 域 . 
事实 上 ,也 在 了 中 是 开 的 .这 是 因为 由 民 . 和 与 过 ， 5), 
Y\U= [FUY U EYoU YONDI - 
EA, 
(8) HX, 都 是 一 个 度量 空间 中 的 开 了 入; JH ELE ANR, n= 


1,2, = 则 X= Ox, Æ ANR, 

证 明 L 上 先 设 X.NXa = 9, H nam, 按 Arens-Fellas mp 
[DGI, p. 158], X 可 以 等 距 地 嵌入 一 个 线性 赋 范 空间 Z, WAS 
的 一 个 闭 子 集 ， 每 个 下 ,作为 XK PRAT RHR, AEX 
A, 从 而 在 中 也 是 闭 的 ， 于 是 在 乡 中 存在 一 族 互 不 相交 的 开 蘑 
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{G} ,使 得 XG. Hoy X, RE ANR, RBG. 的 一 个 闭 子 集 
它 便 是 G PERDRE A. 的 一 个 收缩 核 ， UE r Hy 


Xn, 定义 了 UJ HX H r(2) = ONEM, Mr E X AG 


一 个 开 邻 域 Hn BX 的 收缩 He Dugundj EM, ZAR, # 
(F, BBE ¢: B>X, ET YX thdla-¢, EX- 
ref, RV =f (Cm), 就 得 到 V>X EG e-G 1° 
得 证 | : 
2 HRM, FUU X, MERO. U, 是 开 的 
ANR Saha, ox = UU., TCU n F 
Vi {26 0, last ANU.) > 过 | 
mV. X PI. CU 从 而 V, 又 是 ANR; HA 
X= Va, | (1.6) 
a, rs FCP sus, | AT) 
AER Ww, MF, | oo, 
Wi=V:, FT Ws Vn Pe n8, (1.8) 


(L. 8) #3, Wa >V. m C. DAST | 


x= W,- [Wan G Wons 


H.C) Wns 与 Wa 都 是 互 不 相交 的 开 ANR 之 并 集 , 1 的 


结论 ,它们 都 是 ANR, 再 按 性 质 (2), X JE ANR, | 
(4) BHX atea 是 一 族 ANRFHRITR, BA aN Xe OS 
ate; Mj X = ij Xa 有 是 ANR, 


TERA -SE 3 的 第 1 段 证 明 一 样 , 实际 上 那里 没有 必要 限制 
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指标 集 是 可 列 的 , : 
为 证 引 理 1.3 BE 
«BB 1.4 没 Tahaa 是 仿 紧 空间 X NATAN 则 存在 
着 一 组 局 部 有 限 的 加 细 开 覆盖 [Ga} BE B, i 一 0, 1, 2,---, 使 得 : 
Gi N Gey =O ay BHE, ., 
SEA HARE, FARNWR Uaa 就 是 局 部 有 限 的 . 令 
B, # A 的 十 1 个 指标 组 B= Co, My, T's 04) A BBY SBA. 设 
fgoujaca 为 对 应 于 和 二 cea 的 一 组 单位 分 解 ，pu 的 支 集 eapp pu 上 
Us MF PCB, > ae 
Eg {26 Xl palo) >0 A aE B H pn) <pa(7) $ 
BEB, YEB, 
Vee X, 在 它 的 邻近 , 只 有 有 穷 铬 个 po 不 为 0; 所 以 Ga EI R 
BAA: Ga 站 sw 一 外 当 BAAR. 
因为 eS Uo 所 以 {Ge} 是 {D4} 的 一 个 加 细 . Wao X, Be 


oo a GH T Om 是 这 样 一 个 指标 集 , 使 得 ee 
Paya) = 8 = Px (G0) > Pag (Do) FP Pan (to) PO, 
出 wo E Gitan 3 00 MiG Mm T X. 
最 后 ， 若 人 是 wo 的 一 个 邻 域 ， 使 得 {aE€ AT. NCO A 

的 一 个 有 穷 子 集 A’, M Gran 好 一 有 除非 ACA’, WRAABET 
ZEH 6, ONG c) kR aR. oT 

WLS RE BUSBY TRS, HAST, 
是 一 个 ANR， 由 Dugamdji 定 理 , RÆ LEB, 51.4, 
AIRRA PIF eh Ga} cca, o=0, 1, 2, ai 满足 ， Gi 
Ge =@ 当 Bp’, $e FE SH 1, 每 个 Fra 是 一 个 ANR, 按 性 质 4, 


G= VJ Gia Æ ANR, in Xml), 再 由 性 质 8， 它 还 是 一 个 
ANR， 引 理工 .3 证 完 。 ~ ae 
引 理工 工 的 证 明 联合 引 理 十 .2 51.378. 


我 们 再 指出 一 个 有 趣 而 重要 的 结论 ， 
定理 于 .3 : 设 启 是 无 穷 维 线性 赋 范 空间 中 的 单位 球面 ， 则 


$a} - i$- ii 论 igi 
Si 是 一 个 AR, 

它 的 一 个 直接 推论 是 下 列 令 人 惊异 的 事实 ， 

推论 1.1 光 穷 维 线 性 赋 范 空间 中 的 单位 球面 是 可 收 织 的 ! 

证 明 在 度量 空间 SyxI 上 .考察 闭 子 集 A=B1x 0} Us, 
xil}, + 

t=0, 

$G, a) = i. pE, t=1, 


BE HE A LER, Hd, AOS: IKEM 1.8, Ss 是 一 个 和 及 MA 


$: Sx TS Si, bl a=, 这 和 便 推出 Ss 是 可 收缩 的 . 
因此 有 cat(S1, =L, 当 dim ($3) 一 co， | 
我 们 不 准备 证 明定 理 1.3 了 ,但 将 在 可 分 Hilbert 空间 情形 ， 
即 ( 在 向 构 意 义 下 )P 空间 , 直接 构造 出 单位 球面 的 收缩 
设 2 一 (ws tay + Bey EL, 期 BI, |*< +00, PW 
T, w(O, 2, ta, €), 
Bux e= C1, Q, 0, roe), ER ETE AB, 
V1 Bie + 28a, tee, 
Pun) (4-5 )ar/1- Gi Pe 
2l etel 
\(2i-Det/ GD Pel 2 和 
因为 上 式 分 母 的 平方 符 于 - - 
2(24 一 1 于 一 (下 二 了 Ree, T.)+|e]740, re, 
扩 以 9 EER, FH eC, we, p(l, s) 一作 


1.3, Awerepuny-Lluwpenswan BHT tz 

HA RAEE TPG SD AN EE LEEK 原 理 (第 三 = 
BSl) Mee PHF ATS iT. 

不 难 把 第 二 章 的 概念 和 结论 扩充 到 一 个 OC’? Finsler 流 形 M 
be foo, R), pC EH 是 一 个 临界 点 ,是 指 dip) =t, P 
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K={pEM|di(M-AABHK. X [EE A, 正 则 点 和 
Me Ri, 同样 记 E, KNE (oe), cE R; KL={pe M] Eso 
ARPE, : 

A) FABRE cat CU, 4), 我 们 可 以 产生 一列 集 族 ， 
F,={ACD cat Adk}, kel, 2, e, aM LPR Ste, 
因为 cat 具有 形变 不 减 性 ， BIA Ay 关于 OCS ABM $1) 
EN. Ema, Re 

| e= inf sap f(s), k=l, 2, + 


是 有 穷 的 ， 那么 由 第 三 章 定理 只 要 f 具有 形变 性 质 , 6% i f Gi 
AE, REX Fia Fn KV Cr Okei K= 1, 2, 

BRE IRK Fy 对 应 着 一 3 Ni Ae Tek Ce; 我 们 还 是 不 能 得 
HEN HO, BA 

CQ) 4“ Fu eS, WA 42-0. 例如 是 是 可 收缩 
的 , A EDL, Frae, 因此 它 并 不 提供 更 多 的 临界 值 ， 

(2) 即使 Fy AG, TRA BE PRUE Crita, 

对 革 后 者 在 加 强 了 形变 引 理 以 后 , 下 下 列 | 

定理 1.4(Mcrepyux-napeswan 重 数 定理 ) BM A> 
Ce-o Finsler 流 形 ,fE O1(M, RORE P. S. 条件; 则 当 

— ODL Ge Onil = Emra = TU tw 二 

时 , f EDE EAA AAT K.. 

EART eH BREE, TURARE- OLESK: Ope, 
400, FREAK SAN MAR, | 

inte BE 8 S| Be 

EE 1.5 4M EA OC’? HH Finsler Fe, foo MR) 
满足 卫 . 8. 和 条件 ，YeE 民 ,真是 并。 的 一 个 闭 人 部 城 ， WDA 个 这 
练 的 六 :10 1] x MM, a>r 

C1) Ct, +) orte acre — 249 ier Ect 

(2) q(0, +) =i, 

(3) (1, Pori V) of... 


gifs m Bit $53 
(4) ni, -)M-M Bi, Yie [0, 13. 
> RAISER UI SHE IEC EH Pa E. 因为 正如 在 第 
z851 我 们 所 做 的 那样 ， 在 证 明 这 定理 之 前 有 许多 准备 王 作 要 
i. S| A Dy BABE ey Be, 选 下 降 流 . 
定理 1.& 的 证 明 ”我 们 只 要 证 明 ; 
a Ek 
MT. HP. 8. 和 条件， Ko ERN, eRe, fi K. 的 一 
ARR N ARS : 
atl E) moat N). 


kak c 的 定义 ,Ys>0, SFC Ë ME: 
» . *OnbCF,) sk +am, 
但 由 形变 定理 5, xA nen, +) ee Ao 
NEAD Cn fore Dhow 
PEA: E 
ktm F, )<oat(F,\ NV) +catCN) . 《次 可 加 性 ) 
<oat(n(F.\N) + cat( Ro) (形变 不 减 性 ) 
oat(f, ,) +oat( Ke) 《单调 性 ) 
<m +eat(K), | 
即 得 l oatt K oA Sk, 
BE, HERRE, WK. Bee 6 个 不 同 的 点 ， 
Ee 
HL 设 了 满足 定理 1.4 中 的 条 件 ， 并 且 是 下 方 有 办 的 
Wy EEDE cat MAAR RAS. 


HEAR 由 设 Sinn 如 果 m—cat(M), IPH onc $29, 那么 
FH fet Jag Ary ok: BH, 直接 得 到 至 少 m 个 不 同 的 临界 后 ， i 有 <x 
cat(M), 使 tn = +00 并且 [ABNER MB 
多 个 临界 点 ). TEPARA e, 使 得 五 NPT fe, tol = 入 RE 
FELLATE. AW), MATE en a E, BR TE 
ASAPH, macat, MEA T: 


| c,—= inf sup f(a) Se, 
me - entidjyem wt 4 
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便 与 cm 一 十 oo FJA. 

迹 样 一 来 ， 我 们 的 任务 便 明 确 了 ， ‘1) 在 Finsler Me M EE 
THREW, WHEE M, D 44 tt Finsler 流 形 型 的 因数 
cat M). 7 


1.4 流 形 上 的 伪 梯 度 向 量 场 与 形变 定理 

现在 平行 子 第 王 章 8I, COME. DREHER IR Fe 
说 的 形变 定理 建立 在 了 insler 流 形 M E, 除了 这 个 形 恋 定理 加 深 
了 第 三 章 SIKEI, HRB ET MF. 

TM14 ik MẸ A Finder HK, f MoR ec M 
Wm, XET(M), RAR— PARA EE, i4F Pp. g. (pseudo- 
gradient), WẸ ; l 

(1) [Xf <aldfcp)h,- 

(2) <df(p), X>>|dfCp) |, 

其 中 ,> BR TM), HHUA, BLAM + TRS 上 可 
M XAS 七 的 一 个 伪 梯 度 向 量 场 ， 记 作 p g 7. 工 , 如果 Y 
pes, 三。 是 于 在 2 点 的 一 个 伤 梯度 向 量 . 

引 理 1.5 设 下 是 一 个 Finsler WH. f MR, LB 
M=M\K pK 是 芋 的 帆 界 集 . Wem, Fee f HE 9 
Ay —~ 4b Pap BE mj E, 

证 明 RY lafo) 40. 由 定义 ,3XET(CM), BS |X| =1 


LB AEP), X>>F deo) e Fed, WY |= 
S IAE) <2|at(p) 1, CafCp), ¥>,> laf Cp) 1 

AWE LMG BL PAER S1 与 3.2, 有 

1° f MS RRE P. 8. 条 件 ; 出 va, DERS acd, 只 


MK NE ia, bmp, WE b, e>0 使 得 
laf (pb vpEf[ae-—es, bte]. 


3° LM OR BRP. SRE, MM vVeeR, K-EN 


sun TIE 7 
ORKE. i | 

+41.6 设 M 是 一 个 “OFinsler WE, UE É MFA Eb 
O 连续 的 . 则 在 对 MVE 上 存在 着 工 的 一 个 局 部 Lip, 的 伪 梯 
EAR, 

为 此 需要 

HELE 设 寻 是 一 个 伪 紧 的 CF Banach RB RK 
{U lE A} M TPA RR, WEEE M 的 一 个 0 弟 位 分 
ips EEB}, 适合 supp geCcU as, MHF al, VEER, 

证 明 AT MERA, FETE MEReRARIT,, Pole 
CA}, H—-TPeloes WAAR Le BEB} 对 
性 意 PCB, GR al BEA, 适合 OCU ar FE Fg hac Oe) 
cf, Hh? BHA M 上 的 Banach 空间 ,以 及 

heto =infils ~yl|lyéV et, 
则 her, HBV ,={cEF hoe) >0} (AW Ve 是 开 的 )， 此 外 
hG, BEE, Van, EL 以 及 Ve>0, HH yE 5, HB 

| zs 一 — y| < helt + as 

helm aje yla le ral + legl 
ay —aal + hel ra) +8. 
Kita g(a) ~ he(aa) < far — 29] +8, 
由 于 o> O 是 任意 的 , 并 且 o: 与 RT, 所 以 有 

[ha (43) —Ag (a) < oa ~ wah. 

他 fom ha Pam, bl] Jax, 并 且 O_= (pe MIEC) >0}, i 
page fee ct’, 再 令 . 

fa 


Pra a" 


FER 


it] Lo,g} BR Oy NR. | 
定理 1.6 的 证 明 HHA 1.6, YpE M, IX, ET(M), 使 得 


[Xi <2ldf k, 
<df(p), X> tet pl. 
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设 po C EPR (Pas Ue}, EXERT, PUD |e Ux, FE 
ones B Ua H pa BID BK DCM, 使 得 

lEn fet gd, 
af， X pdp |dË( p) 上， 
iy M* 是 可 度量 化 的 ,所 以 是 仿 紧 的 . 按 引 理 1.6, 在 章 - 下 有- | 
> BR Bi Bee! BEB}; 满足 pppn HEA 
Po PCB) EM”, Ege Cr? = p 
BE Are A (m = Dee PIX peis _ 
则 E PAEA TEO Bh TE 事实 上 ,i 
(Xe) f <> Pa Pp) | X pm l < 2||d£(p) | 
ft); X(py>;=> Pet 2 A maa? 
Fo | ZRPP?) laf (py? 
= |df( p) f”, 
H Ypo€ M“, py RRR U, 使 得 po(p) =0, YpEU, BRT AR 
多 个 BUMP, 而 在 U E, 每 个 非 零 的 ps 是 O° WK, 于 是 之 还 是 
(po Q BH, 
定理 1.5 的 证 明 1° AA K, ERAO. 8. 条 件 ), miM E 
TEHER, AEE p ( 见 第 一 章 82)， 于 是 有 5>0 使 得 六 ,= 
{oC M |dist(p, KI <6}CN, HAP. 5, 条 件 , 3b, e>>O (hb 48 
fate vac f- ‘Te 8, otel\N,. ! 
2° 选取 局 部 ‘Lipschitz pe ae 
| pENs, 


pl t “0<gp) <1, 1.9 
glp) = i peN, OTOSI (1.9) 


YPE F p. 


， 人 


这 样 的 渭 数 总 可 以 构成 ， 因 为 对 于 型 工 任意 两 个 不 相交 K A f 
A,B, o 


oei .  dist{ p, A) 
wg J 
网 一 in, A) LdisiCp, By 


就 有 ip) =0 4 pC A, I(p)=1 5 pc B; H 0s <I, 


$1] mB & wit i7 
家 0<e<min|s, r t 以 及 局 部 Lipsehitz 函数 
0, #w¢f1[ce—2,e+e], 


1, eefje, ere], CIPS GE) 


g=] 
He Vi) =~ 9@) 9) TRENT 
WW VM" ERT, LEH E eE, HENEM", 


所 以 下 实际 上 在 整个 并 LRA M, FF Asa Lipschitz 的 ， 
还 满足 : 
| VC) lt 

B° HERE 

[ar 7m, 0.11) 
ncü, p) =p. 

按 第 一 章 $2.4, YpE M, Sip) > 9, 使 [0, (p) Ed .i1) 的 解 
nt, PRERWEFPRKEH. 我 们 来 证 : (Cp) = +09, 

倘若 不 然 , HERKEL -H § 2.4), 

es P) a, DA CE Dl 

<— | 三 一 加 | 9, | 
当 g, tlp), AT n, Dop EM, 24 itip). HF DL 点 为 
初始 点 , 方程 民 , 二 ) 还 有 局 部 解 ,然而 对 HA PREM. PE 
使 与 ip WRASSE: 再 由 流 对 初 值 的 连续 依赖 性 ,就 有 mre 
x MoM 是 连续 的 . 
42 h ayaa, ee 
qt, ‘) | ect-2po—zye45] = id | CI [e-t +ë] 

EF yO, id, A n, -): MoM EAEE H RE 
iÈ. i TEE, . | | 
| nl, PAN) CE foe, 
汶 此 先 证 : 
(a) prt, P) PSE, 


ee e i ar.. 


is TEETE E 
(b) Æ nC, p) Ef Les, e+e] Wa YsE (0, £), Ji 


. £(p)- fOr, pa Ht, 
ERE, (8) 由 下 列 不 等 式 推出 ， | 
alte p), psn af 1, plasi, 
而 (b7 大 自 于 | 
“fp) ~£ln(t, p)) = -| At, p))ds 
一 | <af(n(s, 2)), (8, p) bse nds 


_ Xl \ [ 
OOC IEE S yeep, |e ds 
é 
=g te 
:5° 将 证 


n(to, p) E fea, VPE fori Na, T 8, | (1.12) 


首先 , RHR pet oe, ote] \M., 这 是 因为 流 使 函数 值 
FR 
£(p) - £0, BY) 


=f s@ a at (9), ep, | F ds>0, 

:其 次 用 反 证 法 ， . 柄 车 民 .12) 不 对 , 也 就 是 说 ,3po Ef7i[o 一 8; 
sre, Ke0 fi Bus, po Ei- YSE, to. FAA 
(so, po) € 0, to) x (F-*fe—e,c+e]\Ms), 4 no, m) EN an dE 
nis, Po ENa, YSE [0 s). WAT 


=o PAN KS Bo) Po) So > | (H 4° (a). 
<2 E Cpo) —£(0(60, po)) Gh 4° (b)) 
<4 <À, | 


(A pot Ns, Pvt nso, Po) EN, 这 人 重 是 一 个 矛盾 ， 因为 <1, 
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而 流 使 函数 下 降 , 定理 得 证 ， i 

推论 1.3 车 下 ,一 则 在 定理 ÍI. SUBT, a> 0, E 
及 连续 的 ?7:[0, 1] x MM, 88 


nf, : *) |or- do tea, 


O nO, +) = 
nii -): M->M EEH, vie fo, 13 ， AAR 
A, £24.) Ch. oa 
4 K, ~ Ot, KUSH = E12 的 结论 也 成 立 ; : yokes 


定理 1.7 kec ECOM, Ra 的 一 个 正则 值 ， M 是 一 
个 9"? Finsler MJE, EW E P. B. 条 件 . Was el O, 使 得 #- 是 
five 的 一 个 形变 收缩 . : 

证 骨 与 第 三 章 定 理 寺 .2 一样 ， saw. | 

剩 下 来 的 问题 是 如 何 佑 计 cat)? 这 并 不 是 一 件 容易 的 于 
它 涉 及 到 一 些 其 它 的 拓扑 不 变量 ,如 维 数 , 上 积 长 (eup length $ 
概念 , 而且 对 于 一 些 分 株 寺 过 到 的 流 形 也 远 不 易 算 出 它 的 畴 数 , 止 
是 这 个 缘故 ,在 下 一 节 我 们 将 引进 全 群 指标 ,对 于 一 些 特殊 O 群 ， 
BBLS EF H SERS Eh, A AEE RAPER ECP FHT 
临界 点 上 的 功用 .. i E 

EFWE LARRI, 我 们 把 它 放权 第 五 章 1.4 中 
去 . 
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共有 对 称 性 的 泛 画 有 较为 丰富 的 临界 点 理论 ， 所 请 AAR TE, 
EMPENN, MIE FESS EJP EAE. 


2. 1  REETFENZA | E 

: EGER, 2 是 一 个 Banach 空间 . 考察 6 G4 
ERUSSBRCE LRT UCDO — titkar TG), BH Yge 
有 唯一 前 等 中 在 上 线性 算 子 TELZ, NIZE, HER 


200 BG 数 与 指标 [第 四 章 
应 是 一 个 连续 同 态 ， | a 
MD Poe = n Fos, Vo, mea, 
(2) (g, DT Fe Gx RD 连续 的 . 
FRECL BERET OMREFTR, BM. 
TE=E, YEG. 
PRA A, EX Begs FGF ¥ (equivariant), 系 指 ， 
A(T we) =T he), Wg, o) €GxE, 
ak f, ->R1 称 海 是 TG) KE th (invariant), AfA: 
| f(T æ= fe); Wy, EQGXE. : : 
特别 地 , IR OP BR 2S pt Ot TAE, Me 
MET OREN, WM y SM ARRIETA M)) = 
Ty (M), Yg, EEX M, WIM TOMBE TONE, 并 
H#fCOUM, RP), 县 是 工 (G) 不 变 的 ， m i 
o LARP, Ty> EE 
—<daf(e), y>, Vig, DD EG M, YyET, (M), 
事实 上 , HyCT.M), 这 意味 着 o, (—1, 49M, 使 得 
a (0) =y, (0) may M Dye, (-1, INM, WE (Zoo O) = 
T, Ge) (0) = Pf, BD Toy ET (MY, VIER, Bohs 


Cafeey y= E £(a(#)) leno 


一 4 f(T ya(t)) | so 


~<df (Te), TaD. 

当然 ,在 这 里 ， RAHE T's CM) A BRN HE 当中 的 线性 了 
空间 , 

由 此 可 见 当 EECA, R’), 并 是 RARR, am 
eK, KUBKERL, 都 是 了 (99) 不 变 的 i 

EA ISS RAB 2" 内, HHT: 表示 了 HORT, k 
4 Li ay SEAT S 

Tradf (T æ) -df(2), vy, ®) CONE, 


§ 2] BS ft ER aft 201 


RAL, af 学 是 一 个 Hilbert E, Mi TOER G 的 一 个 
丁 囊 未, 即 T, A H Cunilary) AT. x; 

TdT di, Vlg, oEGx FZ; 

gj pe fL— +> Banach A [i], @—Zo Hie, ~eil Rea 
HE. e= (—e)2 =e, e(-—e)=(-—ele=--e, T(G Taao, Tio 
=a, YEE, PFE FP PI ER E A A TZ) A E 
的 , — SPB AAC 2) = Chin), h Bo, WIE T (Za) SMG 
TA — HRA f Ew) Eae), vec E, 都 是 P (Za ASTER, 

G2 eA Banach ii, P, 六) 是 定义 在 S 上 
BUAT D 的 向 期 商 数 的 全 体 ,Lp 过 oo0， 丸 设 G-S'AL{e"|s€ 
LO, 1) FETE ERAS MCHA RE. FES | 

(Tw) O suet, ysElo, il, 
则 T, SU P(S, a) E ERER, , 

LEYS RP RIEL, B-P, Yh WE% 
TOSSA EH], TAR f, ERT, 如 满足 ， 

Fluis- =Ë), vee [0, F], 
MJE OS") ASE HY, 

例 3 EG LA, i M BPE AT BOS RRR A 
EZ pH TRB, WWE TZ aa RPAH, AS Te 
Hilbort #0], M SEH ey eT Si, WS 是 PC) ARE 
fF RTE. 

Dee, SREM ke GRE FEC, FON, AT 
估计 它 的 临界 点 的 个 数 , 丰 两 条 可 供 选择 的 途径 

L Aaa BM 了 的 了 GD Put e] 一 地 一 eg 
COVE MTA, MRE AE 2G RA pein z e, HM I 
WHIG HEHH A fE TG), Bes Peale 
FRE MTO Le. 只 要 MTGE S A O RB, 党 
ERRETA, DE sia RAS, 用 
MTG) ERBA cat, ETE PR AITE, 


203 Be a 5 HE ee Sloe 


U. WERKER M ERREI AR EET 不 变 
EL EHAR PIRR EHN, Ri ERR PG NY F RE 
AVY (ak PR EAE Pe A hEm, RELIE K T TG) 
AY HE ae y. (0, 1] x MoM, 

AER AR — PRL A, ARR PE, TCG AS aR, 

firgAaji2e M Tawe Yee} 

AT ia FE ak Pe AE 22 EAS 2K BE 

Tia, aioe oe UL Pp ee ie, APE — TERTE. 
FRE n, MM AGE BBE TCG) AAI RR, BOR n E TG) es 


Hy. Bp Es 
定理 2.1 Ba 是 一 个 Banach ‘as le] , G fi —-+>'B Hh FE, 
TG) REM PEBE REEE RAR, WEM ETO RAE 


的 ， RAE 池内 和 的 O fE, ECM, RDE TORREN, 
WE PS 条 件 ， 又 设 eE, NEL KW PABA, WAT 
As DG) ee A WRT 7 (0, 1] x MoM, 和 8 这 8 之 0 使 得 

(I) lt, en an Hi veto sete 

(2) nO, +) = id, 

C3) rU, fue NEE ,, 

(4) 1G, OE FOF MAB, nC, Tye) =T ma, a, Yig, 2) 
EGxM, viE fo, 11. 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 让 我 们 回顾 : -下 定理 二 .5 的 证 了 明 在 
那里 让 用 前 刘 法 是 违 过 弃 琴 的 下 降 流 红 把 一 个 水 平 集 拉 诗 共 一 个 
水 平 集 去 的 . 现在 由 于 水 平 集 是 了 荆 (G) 不 恋 的 ， 所 以 关键 之 处 宇 
于 构造 内 TOG) SESE he EE I, IPR ORE 
pe Ae HAY it tH Ae 了 CD 等 变 的 ,为 此 需要 几 个 引 理 ， 

S21 ik 2, 2) SABI Banach 空间 , MCA BP, 
FM) 是 一 个 局 部 Lip, BRAY: 则 对 M LAE RR EK, ae 
的 一 个 在 型 上 的 邻 域 如 , ti FEU EEH Lip. ME, 

证 明 Wee K, 3ER Blu, AG) AA Ia ihis 

[FE -Po Lie ul, va, vE Bw, 8G) 1M, 


£23) 指标 理论 203- 
内 为 [| Be 700) 0M MAT K, AAS MM, WX 


Ha T 5Gu) )NM, 并 令 其 为 D. xit B—min{3(u) f=, 
eee: ae 
na ftus b=1, =, n; sup | POs] } 
RAN BU, (P(e) --F@)|<hie—y), ve, y EU. 
分 两 种 情况 ; 
1° lz 一 外 关于 ,这 时 ， 
Pe) PY) SF + 
<2sup) F(u)|<tle—gyl. | 
X le- 诈 < 号 这 时 ， Hee wu, zw), N yE Blu, 


2 
B(an)), 从 而 有 
FD FN Ne ye. : 
S18 2.2 在 定理 2. 1 的 假设 下 ， Ho. M>T AN) 满足 局 部 
Lip， 条 件 ; m 


a(n) = [70D 


蚌 工 (四 等 变 的 ,并 满足 局 部 Lip. 条 件 , 其 中 dm 是 后 EHATE 
Haar 测度 。 
证 明 由 于 YYy EG, 


STe) -| Toon (Tyga) di 
= Ty { To Ty) di = Tart): 


所 以 了 是 人 (9) 等 变 的 . 

73 UE R BE Lip. KHL Vee M, RS le} = slg CF) se 
的 ， 按 引 理 2.1, 存在 fol 的 在 M LEER U, HE AO 
Lip, BE 30, 使 


304 Be e 78 th [EE 
Dl yl, vs, ET | 
id Bm diok( fe], U), RV =B(2, 5) nM; maT, "ET 

EYO, DEGXV, H IP —Teel = ls- <2, M Ty EU. MA 

而 有 

[oP —v To ty, ww, EV, Wee. 
于 是 ， 7 ee 
[8@) -oN < | oP) - oP 2) lap 
<ly eh, Vy, zsEV. 
引 理 2.8 在 定理 2.+ 的 假设 下 { 必 有 一 个 局 部 Lip. 的 ， 


TD) BEN, CPE Eo 
EH RPSL REMI, 有 一 个 p. gv io $ olw) 一 


三 zzeczromane 则 由 引 理 2.2, 是 局 部 Lip. A, A TG) Ae 

HHRH. KERA p. g v.【. 这 是 因为 PJ(G) 是 等 距 家 未 ,所 

sl) lee) las2l Jat(re) (ae 
—2[ IZ af æ) |da—2\df(@)h, 

afte), 6@)>=[ <dt@), Proa An 

=f Caf (To0), 0 Lyx) >dp 


>f Jat Ta) [aye 
一 人) |7, 
引 理 2.& 设 太 是 了 (G) 等 变 的 局 部 Lip wee, Re 
nG, s) FE Fi 8 | 
[aro (2.1) 
nO, a)—a : 


$2] Heme 205 
的 解 , WY Ce, = FE ZC) 等 变 的 . 
证 明 AA Vee, 


[ee TV (G, wy) = V (Psnlt, 2)), 


Ten, .4)) = Ty, 
由 于 方程 (2. 的 解 的 唯一 性 , 立 得 
Tint, ajy=nt, Py), 
定理 2.1 的 证 明 比较 定理 1.5, 证 明 完全 类 似 . 只 需 注意 ， 
由 于 Ke die TG) RAT, 所 以 它 的 5 令 域 六 ,也 是 L(G) AE 
的 , 于 是 定理 1. 5 证明 中 引进 的 函数 了 是 TGA. RAW 
的 水 乎 集 都 是 全 (GD) 不 变 的 ， 所 以 函数 9 也 是 OREH. 如 此 
最 后 得 到 的 向 量 场 V (w) ES TCG) ORE, ERR a 
1.5， 最 后 , 由 于 引 理 2.4, 订 得 的 形变 n 是 等 变 的 ， 
$1.4 当 开 一 多 时 ,定理 2.1( 形 变 吉 理 ) 中 的 函数 了 的 
光 少 性 还 可 以 减弱 我们 曾 在 第 二 章 8 2.3 中 ， 对 局 部 Lipschitz 
mae lsu LH, Ale), Vee R, Mop aF(o) he ER 
FZ, W ELTE, WER Ra, EREM EE 
Ifl) 的 点 如 GE 多 称 为 临 办 点， 同样 地 定义 临界 值 、 正 则 值 和 正 
则 点 ， 仍 然 记 E 为 一 切 临界 点 的 集合 . 并 令 
| Aa) = 1 min fw lar, 
类 伏地 引入 了 . S. RAL “对 O° mak E, KEREP. S. # 
件 , BI WNL, 
Loe 了 有 强化 子 列 . 
不 难 验证 ， 这 了 时 第 三 章 $1 的 性 质 1.1° 与 1.2* 依然 成 立 特别 
地 ， eK NE La, b] =Ø; W ds, 6>0, 使 得 
,Ape VEf ilaréd, B+, .. 
YTE ERJ, ROR ZK 上 建立 起 类 似 的 伪 梯 


度 向 量 场 就 够 了 ,我 们 有 有 下列 的 : 
引 理 2.5 设 fE019(9 RD, ENE (a, bj- MAA 


206 Be Be Ly JH Pa [Soe 


V, fie, b] 二 > 有 ,满足 
IV (a) || <1, 
《ar Vieb>ee/2, Ya Catts), 

证 明 1° Von Cf tLe, 6], Swe € f(r) (HE | eto] =A Cre), 
六 为 afle w Beh eH, FO, AO Bot Ane 40era 
Jol 时 ， BCA, 和 af 一 下 TER ERR oit, EB 
Hahn-Banach 定理 (S & Kelley-Namioka[EKN1, p. £197), 4 
hE CF ye)", 使 得 

ch, a> th, w>, Va" EAf (ay), lwl <r. 
HAI) S Ue FUEL FRBNY, Se AB, <A, oS = 
< 0), Va" CF "(2% Kelley-Namioka [KN1, p. 155]). TÆ 
A 

<a", ovo dw, od, Va" C Offa, wlr — 


AH : inf <a*, orlof, 
wearer) SS 


特别 地 , r= FA ofa, 


2° RHFET., g A N o g 
inf <s", o> e/2, Vat Na 


xte pEr: 
(AFO Ky w" 上 半 连 续 性 , SAALE g 2.3), {EO 
FN alto Efe, I ARREA MARGE R E 
三 章 定 理 1.1)， 令 
V (a) = D Ba (e)ta, 


则 六 (2) 满 足 IV Gr) <1, 
Ka", V= E Bale) <a", vg Ve" EAEC, 


由 引 埋 2.5, 仿 定理 1.5 的 证 明 , 选取 局 部 Lip. H% 
1, pens, 


GP) -| PEN, 


§ 2) 指标 理论 407 
TORN pf[o—e, e+e], 
tl, peER ?Hes, o+el. 
我 们 就 得 到 推广 的 定理 2.1, Ap RR PEO AB KR HK 
[Ch4}). 
有 了 这 个 形变 引 理 以 后 ， 第 三 章 $2 的 所 有 由 环绕 产 Æ fy hi 
HEEE, RACH 1. AUR FERE 2.2 中 的 Tcrepyar- 
IinaperMan 重 数 定理 对 于 EEC "都 成 立 . 


22 指标 

在 流 形 M E, JIDCcTepHHE-TIEEEDP6T5MSH HAGE EER 
定 出 的 一 列 集 族 , 结合 极 小 极 大 原理 得 到 的 , 它 给 出 了 临界 点 个 数 
的 一 个 和 估计. 

平行 于 第 工种 途径 , MET TG) AEM AIF, 我 们 定义 一 
个 正 整数 或 十 co， 称 之 为 这 集合 的 指标 ,让 它 也 能 起 到 哮 数 在 重 
数 定 理 中 的 作用 ， 为 此 ,分析 一 下 定理 1.4 的 证 明 , FE Eb pr 
用 到 的 畸 数 的 性 质 .引出 | 

定义 2.1( 指 标 ) 设 忆 表示 Banach 空间  h—y TOR 
变 的 闭 子 集 的 全 体 . 

五 表示 全 到 自身 的 一 切 Te) 等 变 的 连续 映射 的 全 体 ， 

4, SZ, U{+o0}, Ba 表示 非 负 整数 集 . GAE ATG) 
指标 , WE PRISE 

(a) iA) =00A=9§; 

(b) 《单调 性 ) ACB>i(A4)<i(B), VA, BEX, > 

(oc) (RAINE) CA U B) <iC4) +4(B), VA, BES, 

(O GFEOS, VA, 2) € 2x H; 

(e) (连续 和 性)¥YAEZ, BAR, WAA AI PAIR NE 2, i 
得 ACini NCN, EA 

é(N) —4(A), 

检查 一 下 定理 1.4 AER, RTT LAB HRA IL 

条 性 质 (a) 一 (ey， 这 样 一 来 ， 定理 1.4 IEA ERR FS 


a ee i a d 
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理 的 证 明 . 


th. BS 


(Alem vtd 


其 中 ACM, AES, 则 
D i 二 co 二 bm 到 十 co 时 ,em 是 f 的 临界 值 ; 
(2) 车 ooe mimt Ht Cape < +09, I 
(K o) >; 


„= inf sup f(x}, m=1, 2, o op 


@) Om Ont, 
证 明 这 是 下 一 个 定理 一 一 定理 2.3 的 特殊 情形 ,， .参看 定理 
2.3 的 证 请 ， | 
为 了 估算 指标 , 引入 
EM2Z2 设 $ 是 一 个 全 (G) 指 标 , 称 它 满足 4 PREM aE 
AEE, 如 果 | 
ENS Db 3 VA Fixe= {6}, 
k=l, 2, +++, Hp VCE, B—P dk RT OAT AA, HS, 
是 单位 球面 . 
对 于 满足 & 维 数 性 质 的 指标 , 有 下 列 
性 质 多 1 W ACS, AN Fixe 49, W 
'é(A) > sup{h EZ, |aV™ 是 T(@) 不 变 子 空间 ， 
ME.: 7% n Fixe = ={0}}. 
证 明 任 取 EFixe, 作 常 值 映 射 d: 2—>{9}, 则 由 是 Ta) 
SERERE. ， 
Th (a) = P p=po (Tg) vle, NE*xG, 


所 以 由 单调 性 ,起 变性 以 及 tH 维 数 性 质 , YF 一 BORED SEH, 


He IE V2* 7) Fixe — {8}, 
6(A) > 3({p}) = iQ 27 81)) 
BENS) SUV NS) =k, 


EDD 在 许多 情况 下 ， 只 要 2E Fixe, RE ip 一 十 co 


ERB 2.2 在 定理 2， 1 的 假设 下 又 设 i E-A TA REA | 


it) we eet ee 


2 指标 理论 #09 
Bion 2 fa co ME Hilbert 空间 ,并 且 Fixe! 还 是 co 维 的. : 

HER 2.2. HAC, PY 1) Fix = {6}, 并 且 ACV {9}, Vee 
是 到 (G) 的 一 个 不 变 线性 子 空 间 , 则 | 

lA) <A, 

证 明 NOGA, 而 4 闭 ; 可 以 取 s> dhi ANB, =g, 其 
HB 是 中 心 在 8， 半径 为 8 WR RRL 上 的 连续 正佳 函数 如 
F; 1) =t 5 tee, 而 n) = 一 当 {<e/2. b> 


ho) aly” 
TEREI TOEN, | oa 
KEA) =a To TAO 


由 超 变 性 和 单调 性 有 O7 
LOEO ada: a - 
ttm 2.3 HP =210La,dim(43) =kd, 其 市 2 TG) 
不 变 子 空间 ,i 一 4, 2, MK iN Fixe= {0}, ACS, tok By 
A ANZA. 
证 明 倘若 AN LG, BH THF MEE Pe 出 Pa i 


TOERE H, IH OF PaA). Ry WE, fe h, ripy M 
h, ZZ TG) SR HA ASNS. ARE AMENA 
d 维 数 性 质 ， 有 l 
HASED SENS =R, 
CHEER i) >kFA. 
| HRILA, BAET hH ii R KETO Co 
iT gp gCQRHTR, 又 注意 到 性 质 2.1, 所 以 我 们 引入 Ea! 
ELBE Be TCG) RATHER FLL, 如果 对 任 
音 一 个 499 国道 [8p], 只 要 [Pp] NFix =O, 都 有 i((p}>*1, 
XY PRISER h AF PE 
A244 HK APT O)CEWRTR, K \Fixo~$ 
WEEK) +20, | | | 
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证 明 AY Fixs EAR, FRA RUB KCU, ON 
Fixe =O; 这 个 开 集 如 HEA CLC TOG) RB CK 的 O-SB ED. 
于 是 下 可 以 被 有 穷 个 工 (0 轨道 集 [p] 的 下 ) RIE ABR Vs, 


j=l, … m IE: KCV cU, A 
KSAT) ABa) =m, 
这 里 , 用 到 了 指标 的 连续 性 ， 选 取信 E (ps) HO AP 
(Fp = Ep, jade, m, 

M25 te ACY, A4NnFize=B, 并 有 是 这 4) 一 如 WAP 
DA k AR RY EG) BG. 

证 明 用 反 证 法 , 利用 指标 的 次 可 加 性 和 规范 性 

性 质 2.4 与 2.5 草 含 了 定理 2.2 中 的 羽 。 至 少 含有 天 个 不 
AA TG) tit, 只 要 | 

| | . KN Fixe =Ø, 

从 上 面 的 讨论 发 现 ， 对 于 一 个 紧 拓扑 群 人 ,由 于 一 般 说 来 
Fixg%9, 这 个 不 变 集 Fixo 在 判定 临界 点 的 轨道 集 的 个 数 时 将 是 
一 个 非常 讨厌 的 障碍 . 在 具体 问题 的 应 用 中 ， 我 们 将 想方设法 绕 过 
它 去 . 


2.3 MF 

LBB RB CRRA SHE, 然 而 ,正如 在 第 三 
章 8$4 中 所 看 到 的 , 应 用 极 小 极 大 原理 时 , Ai f ERE 
BEA, 这 样 做 便 有 较 大 的 活动 余地 . 从 这 个 和 想法 出 发, 我们 引进 
BMS. . - 

沿用 第 三 意 $1 中 的 记号 ， 不 过 现在 添加 T (CG) 等 变性 对 给 定 
HFA f, 以 及 区 间 FS =a, b) iE 

BIN = {6 ¥>F 2n: [0, 1] x4 TG) 


ak ARE AE, Mie. nO, O =id, nt, + | HR = idt rey, TL, -) 
一 由 UR EGG, #)) <f@)VG, e)k. 


m 
„a 
l 


SERS R a 
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pi) 一 in: K-K | LG) IERE j RE Fj, BY AB tae 一 
dmn, FND <f@), YoE#}, 
EMS HR, ORKE IH 指标 3 的 一 个 相对 于 
如 "一 (或 BEL) ey 48 a, 如 时 
n 2-2, U {+00} a AL. 
(a) POE, APEI, n(AVES*, 2 ACS", BES ve HY’, 
(b) ACB= CA ECB), VA, BED", 
(o) i (A\ Bei (A) — iB), YAED, BES, 
(d) LASi A, YA EI", Yne A. 
JAWIE, 能 推广 定理 2.2 如 下 . 
定理 .3 在 定理 2.2 的 假设 下 ， 设 (2", BRE POOH 
标 名 的 一 个 下 对 于 OED, OR OID Bis, Heb J = (la, b) 
B—P Se MA KA. $ 
o.= inf supf(@), m=1, 2, +, 


其 中 ACM, ACL; MAA 
C= Cai = Gace (a, D), 
则 o tage P RH FA, SFA A OK.) ek, 
证 明 AEH 1.4 KR, REWE iok, 
由 指标 的 连续 性 , 有 EK, TGR pe fe KE). 一 
iN), & N= NOM, WARRE, 
LED <4N) <4(N) Si (N) =t(K,), 
Heche, Ver ®igweele—s, etela, 54.cCT,,, HR EPA) 
rth, HEM 2.1, AFER nE D D (或 OP y 
MAAN ER Eet ANC Eea, 
于 是 有 
mt RA <e(A\N)+EN) (0) 
Ki (AAN) HE) (d) 
sm+i( Ko) GE e 的 定义 ). 
一 下 硬 举 几 钻 优 指 标的 例子 ,说明 如 何 由 指标 5 RE aR ERO", 


945 Wy a by His de [gmg 

Bll (5, 分 本 身 是 关于 任意 OOR OD MHI. 

G2 HO, DEt, HCH EZ LA-TRER, 
SEE 了 是 一 个 给 定 的 闭 集 ， 令 ， 

i (A) =inf (ACA) N SY 

于 (了 名) 关于 任意 OD A R. 

证 明 ” (a) 显然, (b) 岂 的 单调 性 直接 推出 ， 

(co) 3” (A\B) = inf 6(h(A\B) NS8) 

>inf iGiCA)NS\e(B)) (单调 ) 

5 > in{[é(h (A) NS) —8(A(B))] (次 可 加 ) 
winfé(n(A) NS —-tCB) (HH BE +h mE) 
=" (A) 一 引号 ) 

(d) "GA = int é@yeh(A) NS) 

> inf i(k (A) nS) —é*(4), 

VC Bi, 

在 以 后 的 应 用 中 , 根据 基体 泛 函 , PTE RA S - 

例 3 设 也 为 翌 中 一 切 紧 子 集 组 成 的 集合 ， 设 尽 是 到 中 任 
ATOKEE T= 10, 0c), & | 

A,={hC H| HE, RBO CEA) US} 
#(K)= inf iCK NRBO), ` 

则 (2*, 的 是 家 对 于 DO AR, 

事实 上 , (a) Gar, Co) eel i RAER, 

(o) #*CK\B) = infi \ENAGB,)) 


> inti (kK K 1 AC@By)\B) 
> infé CK fh(8B1)) 6 (B) (次 可 加 性 ) 


“(K)—a(B), WK E23", BEX, 
(a) EU, NCO), Wat Awd, BRE, BRE A 


§ g te i Ë je 319 
Wah 也 是 TG) RIESE, EL BOCE US) 
CRE UAC fo = (Po AF) USCE HAUS, 3B 


因为 
fæ sfe), 有 Wi 


于 是 , 当 人 Ef) 时 ， 
#@(K)) = inti (RF) NABY) 
= inf 门 teh&(AB))) 
AeA, 
> inf (K M7 *eh(@B3)) 
=i (K). 


BATE BAA BRET HE HIPER 
Ga 一 inf sup ftw) 


Aen wes 
BKF f, AKA, AFA 
TH 2.4 
- in EREE) Sn}, m=, 2, 
证 明 $ b= infige Re? |4(f,) nh. 
KiE; So, BA OBL) en, WA 


sup f(x} =a; 
Hy N, c,= inf sup f(s) <a, 
Ajan ee aA 


即 得 On Dp, 
青 证 ba <u, ERR, E bea 则 3xE (os; RACE, 
¢( A) n (AR : . | 


sup f(z)<a, es 


即 Ach, Wi 的 单调 性 ,有 | 
| iD A) Sn, 
便 与 5, 的 定义 不 符 . 

SHER GNM ARAM HMA TRE, 
ot >i(f,), PAZ, U {+o} AAR, EER fa 
ERE. SRK let CR, RE KOT tLe, bN Fixes, 
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MA ioi RET, OER RBA PP 
估计 ， 因 为 Vee (22.41, 1], BA asc,<b, Hip 04 是 出 
(2.2) 式 定义 的 

引 理 2.5 wifes, R, WEP. 8. 条 件 , 是 了 中) 不 变 
的 ， 并 且 f(#) =0, EE rT, 8 Hh He TE FAS, 
(D ZA V” 2 TG) REM dr 维 闭 子 空 间 , LR p> Owe 
„Ep, f Cw) <0, Hh S, EER p 的 球面 ; 则 
lim fy) 


(2) EA TCG) ANE AY ds 维 闭 子 空间 ye, if 18 VN) Bixe= 
ULUR intf(2)>—co, pT 表示 Vw 的 在 2 中 的 直 
种 补 空间 ， ri 

jim 多 fo) <s, 


证 明 (L) HV’ nS, 竖 ， 胡 有 ec<0 ee VOSS, cf, 然而 
f,5 Te ae TO REAR, LAA TG) RMR 
Sto. FanmSi>TenmgSo， 所 以 由 指标 的 单调 性 与 超 变性 , 以 及 
te Sy PE ie EDF 

dF) PENS ss) er, 
再 由 指标 的 单调 性 , 立 得 
imir, 

(2) hi rn VO ETE) AE 
的 , Mam (V) TOTE, BE PERE 2.3, 19 i <3, ¢ 

定理 .5 BICO, R, WE P. B. RH TG) RE 
H, £(0) =0, E8 K NË- o0,0) N Fix 9; SY 设 有 一 个 了 (9 
不 变 的 , He 维 数 性 质 的 规范 指标 i 以 及 >2 使 得 引 理 2.5 的 
EOD, (2) 都 成 立 ， 草 f 至 少 有 7 一 8s 个 不 同 的 临界 点 轩 道 . 

证 明 ”由 引 理 3.5, 条 件 人 草食 了 : 6 <0; mA T w> 
—oo, 4 j>sht, oe; FH 

0 0545 KOSH KC LO, 
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应 用 定理 2.3 VIS E. 
同 理 , ST ATR oR o AT SLA RE E E f a y: 
ar ， sup 6 (EK). 
我 们 也 可 以 用 这 个 函数 鸭 跳 蹊 点 和 和 差 
et sup 4 CB) 一 -ETR ,, CK) 


iit fia, 6] ERA a Pia Wy FH. 


§3 Zf HIK 


有 了 前 节 的 一 般 指标 理论 以 后 , A T Abr A a, 问题 
便 在 于 对 给 定 的 表示 TG), MEERI. EERE Zs 群 前 不 
变 指标 一 一 学 格 (genag)， 


3.1 3% | | 
设 多 是 一 个 Banach 空间 , 3 表示 Z 上 一 切 对 称 闭 子 集 , B 
A€l@—A=A, 4A 闭 ，G 一 Zs 有 表示 ; Teid, T_.——id, WE 
E T(E KEN, | | 
RATA TF (Za 的 一 个 指标 如 下 : 
取 He {hi > XA, BU A(@) ——A(—a), WELY, 
min{n€ Z, |I a SEH p: AOR (93, 
(A) -p 当 4 一 多 
+00, 当 不 存在 9 奇 连续 : AR {6}, Va~1,2,-- 
By AS ESR. FL: 
313.1 Ry RS LEFT 4)OREHMMIC, 
证 明 ”逐条 检验 指标 的 定义 (a) ~ Co), 
(a) 是 定义 . (hb) 显然 . 
(6) 人 Hy (ASQ =m, $==14,2, BYTE n, nad too, 
SORA Jpn AS RM {0}, pE H, 6-1, 2, hi Tietze WH, 3AE 
OCZ, ROHS Ala-e > | o 


本 一 一 ”Tri . . 
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PE = FAC) 8-21, 


则 PE ple), YEL, 
PE) m ipla) —9(-o)]~o(m), Woe A, i=l, 2, 
令 F@)-G@@), Gals), 


wij Í: Ay U Ag Rt \ 18}, 并 满足 , (e) ~= — fæ). 所 以 推出 
(AU As) ny Ma = 7 (As) + (Aa), 
(d) 超 变 性 ， 设 AES, ACA, WR. YOA) =n; 则 Ape 


A, 9. WA) > R {6}. $ pph, WEH, HAP, AMS 
RIO}, RB YA) <n—7(RCA)), | 
(e) 连续 性 ， 设 4 紧 , 要 证 : 35>0 使 得 
YN a = yA), 
其 中 Ny~{e€ Z disie, A)<8}, 


设 yA) =n, AH n< +00, I IER, p, a8, R" {9}, 


bY Fj Tistz 定理 (及 次 可 加 性 中 的 均 造 ),38; a =, m 奇 ， 且 多 | 4 
=p. AWA 是 紧 的 , HOER(A), 所 以 有 5>0, 使 得 0 千 p9 Ws), 
Rp 
P; NR" {8}, 
从 而 联合 单调 性 得 到 , 
nm y( A) EN =a, 

规范 性 Yre, HikR(e]—{z, —2}, 如今 FixZ,— {64}, 

为 了 [ml NF ixZ,-9, UM ARAM eto, 显然 我 们 有 
yll >i, 
另 一 方面 , 作 p: eRT: 
史 (2) 一 工人 一 二 一 一 二 

即 得 y Cla} ) <2. 

REREH > RSE, A BE 
Borsuk-Ulam Æ M, 
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定理 3.1(Borsuk) 设 各 CR* 是 一 个 含有 原点 8 的 , 并 关于 
ORRERA E, f Don 是 奇 的 连续 瑞 射 ， 即 经 一 四 一 
~f@), Vee Q, M4 O¢f (OO) it, deg (f, OQ, 7) = AR, 
证 明 1° Re e>O, 使 得 球 BO, 2 CO, h Tietz EM, F 
在 连续 映射 人 一 Rs 满足 


(x) J =- æC BG, a), 
f(a), sE, 
4 Lee) £(—2)) 找 # fR) 时 ， 它 还 是 奇 的 按 
Brouwer ERRENTE, 


deg(f, 8, 6) =deg (f, Q, 0). 
2* 为 了 计算 后 者 , 利用 度 的 区 域 可 加 性 ， 
deg(f., 2, D=—deg(f.,, BG, e), O) 
| +dog( fa, Q\BG, 8), 9). 
这 等 式 右 端的 第 一 项 , 由 度 的 规 东 性, 为 1 而 对 第 二 项 deg A 
衣 (6，e)，9) ,只 要 证 其 为 偶数 ， 定 理 的 证 明 就 完成 了 . 
为 证 后 者 , 我 们 来 找 一 个 奇 的 .Of 的 映射 9 与 上 ERR, 并 
使 9 为 其 正则 值 ， 一旦 这 样 的 g EE, gO NABO, 8)) 的 
点 的 个 数 必 是 整数 ,因为 由 对 称 性 , 这 种 点 总 是 成 对 出 现 的 . ; 这 归 
结 为 下 列 oo 
引 理 3.2 Hh, BER 中 一 个 关于 8 对 称 的 但 不 包含 9 为 
内 点 的 有 界 开 集 O 的 闭 包 XK 上 定义 的 ， 取 值 于 R KARS J 
Ve>0, PAH ge O'CX, RY, eB 
f |>—glozan<é, 
9 是 g AEDH. | 
证 明 1° 由 Weierstrass 定理 , RYH REOX, R"). $ 
F(A, ©) =h(a)+ Ar, 
北 中 A HUH — il nxn SRO, ARBRE, F. RY x XR 与 
Orme mit Ry, 按 第 一 章 8 3 REA, 对 a. o AGR", BH 
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GQ FCA, aE mie}. RNAS g RB ga 给 出 ， 
2° EH PA}. BSL, 
dF(A, (B, arn YB, WER x 


由 设 xb, 则 VER", W Bm ae K 2, y=0, RAA AFCA, 2) 


(B, y) =% 所 以 dF(4, BEE, PA, Sigl 
3.2, 从 而 定理 3.1 都 得 证 ， 

推论 3.1(Borsuak-Ulam) # OCR* aia ARA 9 的 ， 
关于 召 对 称 的 有 界 开 集 , Bb, 60 一 R", man, 而 且 是 奇 连 续 的 
WW FETE pE OQ, (EAB bp) = 0. 

证 明 HAR, Ep, WT vb fem arse a Fo 5 
>R”, 汕 |;o 一 步 ,应 用 Borsuk 定理 , 得 deg (00, 一 奇数 ， 今 
PERAR” JE jyol 足够 小 ,应 有 

deg(b, 2, yo) =deg(p, A, 8) %0, 
但 因 vot $(D), kt degè, Q, yo) 一 0。 这 就 导出 了 矛盾 . 

定理 3.2 亏 格 7 是 一 个 具 1- 维 数 性 质 的 规范 的 (Zo) 指 
ËR. 

证 明 结合 引 理 3.1 与 推论 3.1 立 得 . 

因此 亏 格 还 具有 下 列 性 质 ， 

1° 设 ACRO 关于 原点 对 称 闭 , 则 (A) <n, 

2° PAH @Es, dim(#)=—k, y(A) > I AN BAG, 

3° OCR, 有 界 . 开 .关于 日 对 称 , HH OCQ, ACS, HH 
REF 80; Wy C4) =n, 

证 明 其 中 1°，2° 分 别 是 $2 性 质 2.2 与 2,3, 而 3° 则 由 
Borsuk-Ulam 定理 直接 推出 。 HEL, AAA, 22 使 
5C4) 一 89, 按 气 格 的 超 变性 有 7A) — (80), 1°, A y(eQ)< 
n; BE b= 7 (82) <n, 将 有 由 OQOR {0} 奇 连续 , 这 与 Borsuk- | 
Ulam 定理 矛盾 

4° 对 任意 不 食 原 点 的 对 称 紧 集 K, yK) +00, 

-5° By(4)-t, HOFA N APERAK k WPA. 
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3.2 WSS EBA CLARA) 
MRT RAB T 2) 5R 马上 可 以 把 定理 
2.2 基体 化 , 正 是 
定理 9.3 2 Æ— t Banach 空间 , MR Z 中 的 人 ?对 
称 子 流 形 ,fE OK, R') 是 一 个 满足 P. 8. aH 若 令 
上 in sup f(z), m=i, 2, 


jidjam pede HE 

出 (D 当 —coce,< +o, o EFAA O 若 一 cm<e， 
= Omp Ome 十 co BY, y CK) eh; (8) Omm. 

然而 用 这 办 法 确定 出 的 临界 值 却 有 相当 的 限制 ,因为 有 

引 理 3.3 #0) 0, 3H cn LAA, Wo, <0, 

证 明 取 六 为 中 心 在 凡 半径 为 s>0 的 球面 ， 由 定理 3.3， 
7Y(S.) -edim Z, Meh TWEE, Y5>0, 36>9 使 得 S.Cfs 从 

fn 一 inf sup f(x) <sup E(x} <4, 


yA} 


4n<dim®? , BB 
on 0, 


è § 2 2.5, SIAM TE, 称 其 为 Ulark 量 ， 
yf) lim (fa), def) = lim yh), 
bi) £ Bb iE) 一 和 (和 对 临界 成 . 
这 时 定理 2.5 对 应 者 
定理 3.& wfc, m), 满足 P. S. 条件 ， Re a, 


£(7) =6, 则 
(D FAmARAFSA E, UR p> 使 得 
sup f(2)<9, 
则 i (E > m, 


(2) 若 有 了 维 线性 子 空间 B, 使 得 
. inf f{r)> —o, 


wee EA 


BA EO Mahia M 如 ( 台 <j, 


220 tS te CHS 

(3) @m>y, O) 与 (2) RR M dil mI MAA 
Sue ae 

作为 这 个 定理 在 微分 方程 中 的 让 A, 考察 第 三 RS 4 i 
Landesman-Lazer W E M. 
. {tbe wu), s&n, | BL) 

: -lul so = 9, | 

Hp OCR ARI RR, ABB OQ, A 一 4 在 
0-Dirichlet 边 条 件 下 的 一 个 本 征 什 ; 而 2(o 2) E xR), 0< 
y<, WE FIRAR: ; 

(Pi) IK M eB 

. law, 9 |<, 


(Pa) & P(e, i © Dis AE 


[P(e Shama) dor oO, 当 [æ] (Za o; 


其 中 span{pi, ++, py} =R — A—ÂI), 
(Ps) 3r>0 使 得 
P(w, D>0 .3 @ HEAX O, rl. 
(Pa) ple, tpxj t RAKA, 
ETHIO Hpi, CO", 满足 (Pu 一 Œ. 则 方程 (8. 了) 至 
少 有 六 一 dim 轴 (一 4 一 AT) 对 不 同 的 解 . 
MERA RRR TANZ: 


jd -23| [CV be] —{ Ple, u), ERKO) » 

的 临界 点 的 对 数 ， CEO RH, PS. 条 件 ( 参 看 第 三 章 
定理 4.1). 现在 应 用 定理 3.4 米 估计 临界 点 的 对 数 ， 取 
Ej = OM, | | 

Sie By 是 TAQ) AI Fay KE FR, j=l 2, …。 出 

o(—A)= {hada}, 和 一 hi 则 应! 一 A. H PERI Ea 
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的 正 交 投影 ，P+(P-) 表 示 到 OL(@H) 的 正 交 投影 , Mi te F 
E, 

J(u) -5f [Vw AV Ew Vu] 


| -| [P(g, wy — P(x, Pu)]— | Po, Pu) 


> (tx 


iL __ An + a _. M Fi 2 
ge =( Jin) iP vl aaa el 


w) | P+ Mf Pt 一 | Pe, Puy 


-| P(o, Pu), 
其 中 下 下 (一 4 ,而 | 是 ACO) BR, HERC), (Pa), W: 
J((Pt+ Pu) ATH b> oo, 
4 E-@E, 再 证 8>0, 使得 A- BAS CI 因为 HD) 
模 与 OC) BE 吾 上 是 等 价 的 , PRU 5>0, 使 得 
lula luloser, Yue E 
即 得 J -| PG, DLO, vuc ENS 


注意 到 7(A) = dim (H,), 
按 定 理 8.4, J BPA 
yy —codim(#+) = dim (Ep) = 
对 不 同 的 临界 点 . 


3.3 RRR E A 
把 § 2. 3 例 3 中 定义 的 伪 指 标 具体 化 如 下 : 
CE) inf y(K NROB,)), 


AP = {hE OL, RI) ÆRE, ACB, CECO, 00) UB}, 


其 中 p>0, 而 区 是 关于 9 对 称 的 紧 集 、 我 们 有 
定理 3.6 WICC CR, ROWE P.S. 条 件 ,是 个 的 ， 


22g RE ar H tt CR 

o D Ripe, o>0 以 及 五 维 线性 子 空间 E, 使 得 | ne, Po; 
A clipe (4 nik, | 

(2) idm 维 线性 子 空间 H, 及 R>-O HBL(@) <0, Vee F 
Be; WM 的 < 十 ce 44 nam, 

(3) Hm>k, HG), (DRE MERA A ms AA 
临界 点 . | 
其 中 > erm inf sup f(x), 


itikan se 
证 明 1) RKB THREE, COCK) > 有 Wha pod, 
则 Edlpo), 且 有 
(ENS,)—Y(K NAB) >k, 
应 用 定理 3.2 后 的 性 项 2° we. KNE NE Ad 从 而 有 
P f(x) > inf Oe 


即 稳 tse 当 nh, 
(D 取 攻 和 名人 Bx, 则 有 | 

K> n (£10, æ) UB) >BNAB,), 

Whe d,(p); pE CO, R), | 
Kit KK NA(@B) DEN Aw@B) Da Enns»), 
按 定理 3.2 之 后 性 质 8° URS RRB, 

CK NRODD > y OCB NaC By) =m, 
PUSH {KEK | CZ WRK, OK) Sm} sd, Bol << 
Too, 24 mm, 

(3) 当 m> it, 取 A, Ceo) BT, BDA 

OORT o 

应 用 定理 2.3, 即 得 至 少 mk aAA De FP A. 

和 定理 3.4 适 成 对 时 ,这 里 的 临界 值 帮 是 正 的 , 正 因为 如 此 ， 
伪 指标 将 被 广泛 采用 . 

推论 3.2( Ambrosetti- Rabinowitz; 对 称 形式 的 由 路 定理 ) 

% feos, FR), REP. B. 条 件 ， H, 2B 
(D se, o> OR RAAT SA E, 1 


a . Za BE by AAT: 223 
fp ose, l 
(2) 习 一 列子 空间 F, dim(#;) 一 j, UR R>0 使 得 
f< VeE H\ Br, j=l, 2, -- 
Wf Asay SAA AE A, AP PSE A 
ERER S. 2 的 一 个 应 用 , ER pA E: 


A= fis, vw, Fa, 
{ue | (3.1) 
其 中 OCR BPAY, RMT, MAR S Y 


RAE 
(F,) f; Ox RRt 局 部 Lip. 连续 


(Fa) FHM o, ca>>0 及 IT<a< ES, win 之 3 使 


2 
[few, D| <extes|t|*, Vie, H EARI 


RY 39 E (0,5) M>0 使得 
0< P(e, DAL fe Daf ), 4 ltl>M 
(Fy) fle, = — fle, 1), V@, DE Qx Fe, 
定理 3.9 AACE), PIMPLE, 方程 (3.1) 有 
无 穷 多 对 解 .并 且 (3.1)' 对 应 的 泛 函 有 一 个 无 界 的 临界 值 序列 ， 
证 明 ， 在 空间 B= ?83(G) 上 考察 泛 函 
Tu) = [Le FG, u). 


它 的 连续 人 性， 以 及 PP. 8. SAH PERK RE 8.1 中 验证 过 
T. WHA AH JRE —PHE MH. thi, Oe, SAL 
0-Dirichlet FF, -A WM TAGE OA, Sha GAS 的 
AGE. 并 记 Py y—spantdi, e, Pits LF AHE Rt 
PE CF o) FEAR TRE Os, Op > 0 fE 
| | Fe, DN E0 +0, ttt 
所 以 有 
Fu) Scy lub Olu Os, (3.2) 


294 iA oe 55 Hh of EALE: 
Gs 是 一 个 常数 . HH Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 
juil Olalia Meji” (3.3) 
其 中 Oy 是 一 个 常数 而 0< B<1 满足 
a- zI ~ B(3~4)+a- At 
HE (3. DRAG. 得到 常数 Or, 481924 uCOB,, BY |zla;=p Bt, 
Ores p° — Opta jul m1) O Os 
“ue 2} 时 ， EAEE 
Jula<ayAlel, 
从 而 有 | | 
TW) a FA 20,91) p ~ Os, (3.4) 
4 uC OB, NZ}, Hipd——LA—B)(1+a)<0, RA Artto 
1 hoo, Hi AN ARE p Ajo 
[e Mes i 
p> 80s, 
即 得 Just ot>0, YEB, NZ. 

再 验证 推论 8.2 中 的 第 (2) 个 条 件 . 坷 定 在 任意 有 穷 维 空间 T, 
LE, 因为 任意 模 都 是 等 价 的 ,如今 因 为 有 条 性 (sa), 即 了 是 起 线 
性 的 《对 d); 得 | 

~ Fla, 1) =O, | 下 将 一 Oo， 当 lt}, 
其 中 On, Os 是 正常 数 . 于 是 有 Rp 使 得 oe 
We WER NB, 7 
应 用 推论 3.2 ENB SSF SA DRAR 

最 后 ， 再 证 有 无 穷 多 个 不 同 的 一 十 cc HF, 因为 我 们 知 

道 


' o inf sup J(u), 
Malan EA 


§ 3] Ha BE A TE H 225 
Hp AR A AE 6 HR TR, 
| (A) = inf y(ANA@A)) 

A,= {hE OCF, RY] a AE, A(ByyCI (0, 0c) UB}. 每 个 
p> 0 Be — AP hae i, A PR Re — AR EE On On 与 的 关 
系 可 由 定理 3.6 证 明 申 的 方法 得 到 估计 : 只 要 OA em], A 
Af) az, QEFA, AA TI AE A&R EA CS. 4) 还 有 

ofr dnf VOEST Os, 


oS 


固定 7, RREH p, RA 


p” 
p20 on T Orpi M+ on es 


A 43 Bi) 3) i FEL 0; > + 00 随 joo, 
tf-tn) 
_ "Osh, te — Cs. 


PAEAN ED, (Fa), CFs) 与 (F,) 前 典型 例子 ， 取 Fe, u) 
= ju [mu a< riS, TTE E 
da= juju TA, 
han 
EGES LE 
ARERR TEAS EM., 
1 Dipti g(t, w; w) =O, Ta 
(4, EQHC, Be) xO, wv) (8.8) 
ui, O =u(t, w=0, 1E (0, 27), 
u(t, œ) =i +2, æ). 
EH, 我 们 假设 如 第 二 章 §5， 其 是 再 设 JRT ab Yi Se iy PEL BL 


正 是 
(Gs)? 9EO(GXxR, FO), atu Pee LL, WHA 


y(t, % Og #, u), g(t, e 08, 
Gd & A, m we |" 9, i ds, FEER OR atk 
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3 ug(t, a; u)pag(t, a, u)+Gt, a u)—C, 


A lim 242% a 十 co， be G, 2) EQ 一致. 


liki — cn 


(G3) lim 2%) o, @, ERR, 


FET, RNB. DEERE MAE L 解 . 
和 第 三 章 ,定理 3.3 一样 , 先 考 虑 较 简 单 的 增 涨 情 形 ， 即 加 强 


假设 , 35>0, 9E€ (0, 2), 1879 
(Ga) lim 2028 b, YG, o) E Q — BN HIE, 


+ a 


这 时 ， Le Re 
TW =F Ke, +] AG, a: »), EON 

的 临界 点 (从 号 参看 $ 5), 

RPE MARE, WRAPS. AH, BORE. Ee A 
路 定型 时 , 还 证 明了 oo 及 p> O 使 得 ， 

J | 9,7 M9, 

HT gA u RARR, AIG u ee, PEA, AS 都 
ERN. 

ATERS 有 无 穷 多 对 不 同 的 临界 点 ， 只 须 再 验证 : YEE 
j, 31 维 线性 子 空间 E 和 A, > 0, 使 得 .0 <0, Vue E BR, 

为 此 考察 算 子 站 的 一 切 负 本 征 值 : 

fia Spa ee OO, 
设 oa, P-a e OM AGE He 
Hy=spanig_i, +, Pst, 
那么 当 Ve E iy: 
J (0) SHEL (uf +04 flol” +0, 


注意 到 在 有 穷 锥 空间 .上 ,一切 模 等 价 ,) We <2, w7<0, UA 


§ 3) Sza BE BY 8 BR | 927 
> 0, 当 ve EN Ba, ET, 
J(v) <0, 
于 是 有 
引 理 3.& Hg IEG)", (Go) ARG); 则 方程 (3. 人 内 至 
少 有 无 穷 儿 对 不 同 的 上” Bs 
现在 回 到 原始 的 问题 43， 5), 和 第 三 章 83 一 样 ,考察 截断 函数 ， 
Y¥M>0, 4 =F, UR 
gd, m M)+ CuM) 9G, « Mt 4, u> HM, 
|g, s, W, Jul, 
It, DTAC my —M) ut MP gt, a — MDP, 
| u< — Af, 
大 时 , ic Ey fa] Bt AR RE ES DRR., BBA RA aS 
个 解 ， 就 要 让 Mo +00, 并 设法 把 不 同 的 解 区 别 开 来 。 为 此 考察 
> M 
RET A WM) = inf sup Ju Ço), 


EAMA MAA Eva 从而 对 应 着 函数 
Euu, m Aa Cb, ws + Un,n). 

我 们 将 证 ， 对 于 任意 固定 的 与 oA ER) vun BPR F 
MM 的 J” 上 界 ， 例 如 说 fond <M, 4 kel, 2,…，%， 这 样 一 
W, FHE ure E.D ERR, WA, = M>M. it, {uxi 就 对 应 
着 临界 值 GONE SaN ea) ARARA E 
少 有 %w 个 不 同 的 对 . 

为 证 uu, APR MO 界 , 注 意 到 

o tiy, am hult, @; Us, a) ” 

和 第 兰 章 定理 8.4 HER, 我 们 具 需 验证 ， yn RHO 于 
M Wy I? R, 

在 第 三 章 定理 3.4 中 ,我们 已 经 证 明了 本， 

Hauli, v, o) that, a, v= zal —0, (3.8) 


r.n k M ee r rr: eoa CFE 一 L L ee ho o l . 


bög EEE ERT 
其 中 oO 是 假设 (Go 中 的 常数 ,以 及 Yas>0, 30.>0 i 
Hy(t, 2; v)<sv"+0,, 
RK yc lS WA O.>0 i 
GM) max Jy(v) 
“So “a DE din ie, 


2 ve Ef 
SO, 一 个 常数 
又 因为 。 om, n 是 Julo) 的 临界 点 ， 所 以 
| E vy,n Hyl, 0; Uy, ny HeeR(a)*, 
再 用 不 等 式 (3. 得 到 与 M 无 关 的 常数 OL > 0 使 得 
a gf iow ,| eq C+ = 1 <Row, ny UM, D+ Hu, T; tar) 
Eo O+ Jalon 0) = O+05(M)<Op, 


Sam 3.4, 有 即 得 
定理 3.8 PG) (Ga) HRE, WU FFF 0) Af RAS 


MY AB TAY L 5 


<t H-n max [w|i + max jolie+ 0n 
Sn vein hs, | E 


3.4 非 线性 本 征 值 问题 
线性 检定 信 问 题 ， 曾 被 看 成 为 二 次 型 的 变 分 问题 . BA i= 
nxn RE, 本 征 值 问题 是 求 和 使 得 l 
| Ae=im, sR” 
es KB 
KORES z (Ae, S) i 
ER aR Ss 上 的 性 界 点 ， EXE, A f= fls M 
dou o d&a efe) (Ee) ao， 
为 了 nEs 满足 df (x) = G, vA Zi AY Zi 
o E (eo) = Mio, 
其 中 -… ; A= (f (To); tq) 
Bi 2 ROE 4 Lagrange PT. EE 


$ 3) Bo 群 的 指标 B25 
变 分 方法 已 在 第 二 章 83 例 8 中 介绍 过 .， 不 过 这 一 节 要 考虑 的 是 
更 深入 一 点 的 问题 一 一 非 线性 本 征 值 的 重 数 . 

设 给 定 多 是 一 个 实 可 分 的 Hilbert 空间 , FEO (Z, RY 是 
Qi. WREATH, It eA St, f= 
fjes BRT RA A aera, 

自然 要 问 , of IAS Lit fe P. 8. 条 件 ? 

引 理 8.5 RECS, RO, REP ELEk, Moe 
=f (1) f (a); 则 于 也 是 全 连续 的 . 

证 明 HAR, de>0 及 {xw,} 使 得 

ao, 


|Een) 一 下 (oo) | > s, 


{E 
ay — £(e0) | = (F @o tt lEn 20), La — 2o) 
| tE (0, 13 
= (F (£o), Ba — wo) + CEE (rottien — Lo) ) 
—£%(a0)], En — a9) — 7U, 
BEF JA, 


引 理 8.6 ECCT, OME 

(GD f 是 全 连续 的 ; 

(2) f(a) @O—-f' (a) #6; 
W F=f | 5, 满足 (P. 8.)* 条 件 . 

证 明 FUE (P. 8.)- 因为 (P.8)+ 可 以 用 tet ae 
(P. B.J H «ES, — -Qai e 所 ed, AB df (e.) 0, ROO, 
E enp ARATA. 

事实 上 ,因为 有 子 列 aero PEO) BS) BOS, Bt.) 
tw). Siti £(@0) < —a-<0, RRI), P) t, 

af (an) = f(a.) — 2x), © By t, 

HRED, (ian), wn) >E o), wa), 
推出 | 


2 TEEDE tame 


Beek o JE Ceo), wo) |= [E Ce) | #0, 
E ， E (en) 
TÆ te ery 


即 得 elf (to), wo) E (ao) = + [E (eE e ES 
引 理 3.7 BEC, M) 是 全 连续 的 ， 则 Y>, AN, 
SNe, ki 
7 ‘emplf(w)—f( Po)|<e, n>N, 
其 中 P, 是 到 spandes, +, 0} 的 正 交 投影 , Mien en RB E 
的 一 组 正 交 基 . 
证 明 车 不 然 ,3ee>0 及 oE Bi 使 得 
|Een) 一 下 (了 pa) | 8, 下 一 二 2, +, 
ARATA] 加 一 2 以 及 Prato, RILKE: oo =o. BRE, 
lim} (I~ Pn) (2"— zo) | =0 
GE H 


lT" — wol? = Ca” — to, &” — to) = lim(z,,— Pi Ens © — tg) 
= lim (æn, (£— Pa) (@" — wo) ) ==9, 
tan . 


{H {£(a@") — fleo) | > eo, 
这 当然 是 不 可 能 的 . 

定理 3.9 设 佬 是 一 个 实 可 分 Hilbert a SN, FEOF, R) 
WERP O 
(1) ERRER, 

(2) fie) #0>f (2) #2, 

(3) KO =O, f(a)<.0 4 ed, 

(4) £(-«) =f(#), 
py -EA dim 2° ORLA, MH dim Z= o 时 , Fi tt 
geld ¢,>0 

证 明 按 下 理 3.6, 全 满足 (P. 8.) 条 件 ， 又 因为 S 是 弱 列 紧 
的 ,而 f 全 连续 (一 理 3.5), 所 以 f 有 界 ， 定 义 ， 


$3]. Ja BF Th] fa b B31 


o,.- inf supf(¢), n=1i,2,. 


wen re uw 


则 必 有 一 coc, <0. “4 nadim 2, 接 定 理 3. 3 立 得 结论 
再 证 ov 一 0. 和 若 不 然 ， 习 so>>0 及 An AMBRE, WE YA 
>n, AE sup f(z) < — 8o, 应 用 引 理 3.7， 习 正 整 数 Ny 使 得 


sup| f(a) —£(Pae) | <20/2, Ym> No 从 而 sup | ECP) > 


于 是 PA, RE AO, 便 有 连续 映射 ot ;Pd 一 "Sn 这 
AST 
AEPA EI PnA) Em No, n=l, 2, s; 
这 是 一 个 矛盾 . | es 
PESA oh RE R AE f l A G HH, 考察 方程 
Mu=Agts, u), sE, Ona 
| . {i so ) (3.8) 
jth OCR 大 有 界 开 区 域 , 具有 光滑 的 边界 , 是 一 ABB TH 
gE OCR XR’, R), O< <1, eR FARE: 


(gx) Igle, D< HOt Tax mre , 当 ne, 
(ga) gle, 2} =—gla, —t), 


(gs) gio; tjt>0, 4 i0, 
在 空间 Bi(Q) 的 单位 球面 上 , SRR 


J= ~| Ae, 由， 


ee. Ge, =| gl, sas, i 
(gJ €O'CHE(Q), R), (g)> RAH, Tid ae T 
J(u) <0 24 440, UR VOEE. 从 而 7 满足 定理 3.9 
申 的 条 件 ( 分 一 (DD， 镜 下 验证 1)。 注 意 到 ”| 
T'a), v= | gCo, Wr | 
mm (Eglo, u), V), ve HCO), 


233 EEEE [第 四 章 
Ht K=(-4)7; FU 是 全 连续 的 . 
定理 3.10 设 gE xR, R), 0<y<1, WA (D~ 
(ts); M vr>-0, FRG. BIA co 多 对 不 同 的 解 Com 人)， 十 Hat ?7) 
WE hemlar, m-l, 2, . 
证明“ 直接 庶 用 定理 8.9. 只 须 注 意 一 点 REO ST 
Lagrange RTPH. o | 
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FREELY, 现在 我 们 来 建立 人 群 的 不 变 指标 . -并 以 判定 
Hamilion 方 程 组 的 周期 畔 道 的 个 数 为 其 应 用 | 


4.1 Shik | 
设 2 是 一 个 Banach %0), S= {e”|0E [0, 2) JEL E E 
REM RWRER, RTS LL, DR-PRBELRR” 
T= {ACH |A 是 TO) 不 变 的 闭 子 集 }. i 
Hom th, LoD BR, BTS) ee, 即 
) hoT,=Tyehk YESH 
Ex : 
y(4) =min{FEZ, |APEO(A, CM0, nE Z, WE: 
p(T) =eP(w), Va, 8) € Ax 8} 
¥@) =0. o 
PAAR RNB, WE yA) = +00, | 
4.1 His, HY 7 了} 定 义 如 上 ， 则 它 是 一 个 SPERM 
范 指标 。 
证 明 逐条 验证 指标 性 质 (a)~(e) 
(a) BEM, h) BR. 
为 证 次 可 加 性 和 连续 性 , 我 们 要 
534.1 BACH, 由 4 一 EW {9} 连 总 ,和 且 有 
(Ta) mah wo), MH wEZ,, Voe A; 


4) St aS TB op 233 
则 必 存 在 办 2 C* 满足 
让 | A 中 ， 

ÈT) =e (a), VCs, es) ER 8", 

证 明 H Tietze 定理 ， =p, Z — Ce FE E | 4 一 中 ， 今 
中 (2 一 al eb (Len) 48, 

EF 4 : | 
PTa) 一 |" ewe ag (Fago )ds - 

=d (s), 
it “426A 时 ， E 

F=f "ep Tw) 


TERO po). 


验证 次 可 加 性 设 AsEX, YLA) =k, gol, 2, HRA 
Pr ArT {O} ERE, 人 而且 
p(T) med (o), jm, 2, 
定义 P(w) — ($ Ce)", dalz)™), 
30 FRE KBR, shoe” E OC ERR (er, +>, mwee oo, 
ef), FEW. As U Ayo Cote 是 连续 的 , 并 且 Pe) AO Bee Ay 
As, 这 就 推出 F, AU Arol {6}, TERESI. , 
E (Lon) = (PaT, PaT) 
merme (Gi), Pa 
an AOE (95) ， 
所 以 有 (Ax UAD Sy (Ar) Hyla). 
验证 超 变 性 HACE, AEH me yACA))—k 则 必 有 
n€Z, 及 中 : RAEO E, HWE $ Tohle) TAN EED): 
EA pa poh, Wb, AGA OPER AA: OUA 
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(Toe) ~b (A(T ot)) 
一 (Th(w)) (h SAB) 
=e" phe) 
| =e" h(a), 
所 以 YC) 所 
验证 连续 性 He y( Alek, Mt AE, 由 定义 及 引 理 4,1， 
EZ, RG. LO ME: BT)" ba); T plah, 其 中 
$: A» {4}, 
KV =—$(C\10), WV 是 一 个 包含 4 的 开 集 ， 取 8>0 


使 得 Ni( ACV (BY AK), 所 以 
$$ NA) {6}. 
i EFE Hh yN LA SF, 


验证 规范 性 Wes Fixe, WEL, We) Wi Tutz iE 
[ze] = {Tale eH}, RE: YI) 一 二， 
首先 [四 是 非 空 的 , 所 以 y a. RKR Go 是 Tot 的 最 小 
i. B 
{foams 
Tene %s€(0, 9), 
则 Oy DBE BR or, inn 次 RE BR $ 


¢: pl- {Pe 10<0 <I} >C"\ {5} 
如 下 . bh. Taca, 
显然 由 是 连续 的 并 满 诗 
$ (T, (Tae) ) —b (T rot) 
—$ (Pig [282409 
m a 1 E dA) amcor on 
eeb (Ta), Ws [0, 27), 
从 而 得 到 | y] =i, 
HENHTEMWRHRFEERT, REKREI, Æ, y} 


§ 4] BT RE H ie AR 285 


是 满足 -EREN H, Ap d—2, 

BET. Sal 2, 全 ) 是 这 样 的 等 上 距 表示 。 对 于 多 的 任意 
— + AFI POS AES SV, EC LRA + IE eR 
KEA. Ei TOS) RAPA, (4.1) 

如 果 2 AS Hilbert 空间 ， 而 工 (8 是 它 的 西 表示， 那么 
这 种 西 表示 显然 满足 上 述 杀 忻 . 

定理 .2% His, yok, Be wee ED 
TS) APA. BVO PS IP 站 维 不 变 子 空 间 ， 使 得 
在 V+ 上 有 一 个 欧 氏 结构 ,使 它 与 C* 同 构 ， 而 了 (8) 在 Cr 上 表 
RAHAT. RE 

V* (| VFiza={#}; (4,2) 
刚 
YF NS) =k, {4.8) 

在 证 明 这 定理 之 前 , 我 们 利用 Stone 单 参 数 群 的 表示 定理 ， 把 

TIAA Ab, SR 
To= diag{e™?, +++, ef}, | 

AFT, SF pE 2n A, LEZ, j=l, o, k, 又 因为 有 
ef (4.2), RE CVIGARARRRIT MRA, MA As 
0 jal, =, b, : 

WHR 1° iE: v¥(O*NSD sh, WARES Wd, z= 
Ct, <0, W) CEs oo, Se), AP Lima 4 A> O, (y= zji SA 
0, j=l, =, h A=, Bo: CPS, =SC% 16}, 368 
满足 

d(T 2) es), VE [NI. 

2° 为 证 反 过 来 的 不 等 式 , RT ee PU. 

ext 3 BOBS HA H-T+TSOFEHABR XM 
$: 30 CHO REE 

p(T) =b), WeE dQ, Yee o0, 2x], 

则 
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deg($, Q, 0) =, (4.4) 


J 
j=] 


暂时 先 承 试 这 个 定理 , 把 它 的 证 明 留 到 后 面 去 做 . 
现在 来 证 明 : yN ek, 
:用 反 证 法 ， 若 不 然 , A, (CNB) = hick, EA ox CNS, 


2 Cm {0}, 及 nEZ+ 满 中 

| p(T) =e (2). | 
EIG. Fi hs HC LETI J, COC, xt f MEMA. 3, 
有 deg(¢, Bi, #0. AFRESH, veČ, |y| 小 时 , 应 有 
deg($, Bi, y) #0, SRYETIC*, MP7*WNBAG, KBR 
y d: C+” 矛盾 . 

“在 证 明定 理 4.3 时 ,回忆 一 下 第 一 章 8 4, BHI d: QC? 的 度 
FARA OST Rp ARR N, OS 
R*, 中 等 同 于 一 个 连续 映射 上 degl, O, —) Adeg(f, N, 9). 

定理 &.3 的 证 明 1° 只 须 对 和 一 … 一 各 一 1 证 明 这 个 定理 
RET. 事实 上 , 设 定理 4.3 a a LE, RI 
来 推 一 般 的 情形 。 7 

a) Ma, +, AEZ EEH g: c= CH, +, Iei, +, a) 
id Oy C¥ oh iy 6 部 域 , HT 9 (2) —-O, WA 

o DEA EA a 
i FE. Tegl) = (ggi, see, Oh) = gol p, 
其 中 他 ,=diag{e”, ---, e} FHA 
Pog (Fz) =T ,gs)) =e g) (2) 
以 及 乘积 公式 

deg (dog, O, 0) =deg(h, 2, Mdeg(g, 2, 8). 
Ay SRR PRES, 不 变 的 ,8 的 开 邻 域 ， 现 在 应 用 这 上段 的 
BERET peg EF 
deg (dog, 2, D =n*, 

LHA ENE 4.3, 
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= t 
deg (4, Q, @) =i Ats 


即 得 deg($, 9, 0) ~ . 
TI 4, 


- .| j=i 
b) $ iag e, Ae PÆRE. MARSE Ay, SATIR pa: 
(21, e, Bip os Ser, s Zp ot, MO. AEN bogs a aB 
Re, E Asg a), i 
deg (Go°g, 21, 0) =deg($, 2, P)deg(m, 21, 的 
= =(—1)deg($, Q, 0). 
Hop iis e, Nx} 中 负数 的 个 数 ， 由 a), 


deg (dog, Q, 由 一 环宇 
I laal 


从 而 ace, Q, nt 


ip 


2° 可 以 用 Or 函数 代替 | 
Bebb WMI ORC LK. JETRI, 
sme Jod D=O. FAA Gad HP )oR 
p= pujs, 
Bp | 
pea f Se 一 30j(191)99 


=f soi vigy, 


3x He, YER*, o jE AE. W VerO, 38 = (e) >0 tk 
|p. ~Plloca <8. 
取 sa>0 送 当 小 。 便 有 
deg(¢s, 2, 9) =—deg(>, 2, 8), 
以 及 
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一 | 了 -多 | dy 
s(t 2) | Sw (124) ) oe 


j | par PT) (25 hiet Pe) 5 


seref du) j( 2) 


. .ep(z), 
8° Bowe Or Rh, we 
1, 4i<e, 


1G) -ie te28. 
令 Ale) =ne Ce, e To NE. 
则 可 以 用 条 代替 定理 中 的 中， 事实 上 , BRA 
GLP 2) = Ge), 
;并且 中 | 一 由 | 20, a4 2e<cdist(@, 20). 
总 结 1?~3"， 以 下 我 们 可 以 假设 
EOC, CO), HOO" {9}, WE: 
pP empe, P,—diag{e, ,60*}, 
SEE g ÆBLE 0, 8 HRA) ARABS, +, ED, 
4° ALA kxk REA, fF 
P(A, 2) =h(z) + Ar", 
Hh = (et, ee, ot), Al Borsuk 定理 的 证 表 一 样 ,要 证 : 作为 
C” x (一 人 的 映射 , 吕 是 下 的 一 个 正则 值 ， 事 实 上 ， 
dB(A, (8A, 82, 82) =P, z+ 6,32 + DB, 5A, (4.5) 
VLEC*, Re d2=52 = 0, BB 
| (B34) =$] dA. 
Mc B,, 4B (a, a) PEP RTPA O, 从 而 方程 组 
> sdAn=l, (4.8) 


BAR 342, MIN TATRA. 
d@CA, 2) (SA, dz, 52) =Z, 
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Bl d@CA, oJ 7E EBS, Bt 0 JE D AE, 
OEE WY FR HE GB), Wa. 6. ACC", dala 
B(A, e) 6 为 正则 值 . 
5B” 当 (Al 小时， 
[pa-p locn 记 小 ， 
从 而 有 
deg(@, 2, 0) = degtpa, 2, 8), (4.7) 
WFO BY ba) KEM HA, |All 小 ,我 六 知道 : ZOC2\B,) 
站 $2379) 只 由 孤立 点 组 成 ， 但 者 EZ, WT EZ, Vee, 于 
是 2 又 不 可 能 具 由 孤立 点 组 成 , 除非 2 一 ,由 此 得 ; 
deg(da, &, 0) =deg(ġa Be 0). (4.8) 
但 在 B.E, pale) eartds, =e (ei, --, 2), 
只 需 <L 就 有 
deg(pa, B., 0) =deg( Pia, Bs, 0), Dutel 
=—deg(¢, Ba 0) 
=n 【第 一 章 命题 4.3), (4.9) 
BRA SEK (4.7) (4.8) (4.9) E 
deg(¢, Q, 0) =r", 
再 联合 1°-~3° 便 得 到 定理 的 结论 . 


42 Ekeland-Lasry 定理 

下 面 我 们 来 介绍 Ekeland-Lasry 的 一 个 定理 .这 是 关于 一 个 

Hamilion HES THB S LATHER. 这 
H n $x Hamilton EA H AE TR, 

在 表述 这 个 定理 之 前 ， LE He it EE EAT A IF 的 周期 轨 
iÑ, | 
设 HEC OUR' xR, RA Hamilton wm, 

ge J H' (g) (4:10) 
是 对 应 的 Hamilton 方程 组 . 
定义 4.1 设 名 ,和 是 (4.10) 的 两 个 周期 解 ， 称 加, % Eni 
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上 是 相 F] 的 ， Fite ETE AS TA ME p: 民 一 只 ,使 得 
Za Fp OP, 
kes 与 xg 属 : 于 同一 相逢 集 ， 是 指 它们 具有 相同 的 周期 ， FHKE 
R, 使 得 
Z(t) =a1(t¢+s8), 
3 4.2 Hamilion THANE EAA t 2 ZEIL 
LEAN S ATR aR, 
证 明 =”, 显然 
=, E Za = 210P, 
其 中 ?是 一 TAHAR. ME 
tad H' (ga) = =J H (Hop) 
以 下 m= prnop—p+d H (nop). 
所 以 有 pel, 
HI — FE Be GRO, digh | 
pt) = plt +s): 

PEETER 4i HEHA. RNASE 
(4.10) 有 儿 个 不 同 的 周期 轨道 (几何 上 不 同 的 )? 为 此 , 转化 问题 的 
提 法 , 把 给 定 能 量 的 问题 化 刍 为 给 定局 期 的 问题 。 印 ,， 设 aeg, 
其 中 日 是 6 PRA SR, IE aE O HY Minkowski 
ew, > 

H(z) =a(2)9, Lepaa; 


mae a ce, 
. i ‘a JH). . Ho (4.107 
BEFA 2 UM 再 通过 变换 | 
wh, b>0, (4.11) 

其 中 
ke He P (4.12) 


得 到 (4 i10) 的 在 之 上 的 解 ; | 
wok TH tk) TH! (BEF) = Btw), 


wt SH er Se 


5 áj Äi ge Bhs te it ži 
Ww) =k? A) =h, 
w UE SA BL TE JS T == ok, SR, chow 的 对 应 不 是 1-1 的. 
例如 设 A@)-A, p) 一 地 于 (oz +g)", 
它 对 应 的 方程 (4.10)’ 有 25 mate, 
g = (cos é, sin’), 
Za =] 2 (cos 2t, sin 2t), 
它们 在 儿 生 上 显然 是 不 同 的 , r H w 2 
WwW a 2 (cos 2t, sm 2t), 


现在 我 们 关心 的 是 在 Z LABS PA HARRO. By bh 
AARIS PRAT e AREA SRA 

为 了 消除 这 种 对 应 z=>w 的 不 唯一 性 ,我们 限制 考察 (4.10} 
的 以 2x 为 最 小 周期 的 周期 解 .在 这 时 , 有 

引 理 和 .8 bey, a $k (4.10)' 的 两 个 不 在 同一 轨道 集 上 的， 
E} 2y zy oh JA B Sa, MBE W, Wa FE Zi, Za Ay Fi i et AB fe 
(4.11), (4.12) 得 到 的 在 S ATER APE; 则 2 与 地 在 几 全 上 是 
RIAL BY, 

证 明 EA kim Ae), i=, 2, 

E kyokak, W wt) —kF Feb), b=1,2, HF 5 
zg 不 在 同一 轨道 集 上 ,所 以 tw 与 ws 也 不 能 在 同一 轨道 集 上 ,” 

E kat ka, M ws 以 Qorky 为 最 小 周期 ; 而 wa 以 Zorka TO 
期 ， 它 们 当然 不 能 在 网 一 轨道 集 上 ， 证 毕 ， 

于 是 我 们 的 问题 化 妇 为 寻求 方程 (4.10)’ 的 以 Qe K Rh 
期 的 不 同 膨 期 轨道 的 个 数 ， AREMT 寻求 {2, tC Hx Re OB 
方程 
Kvo- GQ’ (a) =x (4.13) 
(其 中 4 是 以 2r 为 最 小 周期 的 函数 ) PURE Lo, xz 的 个 数 ， 这 里 


EEC Ra 中 
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[el ze= h |o CE) | Ban ay”, 


2g 
of d -i tOo + Ar i 
K=(-J a) =F ih ae), ae |p 


G= A" 8 H 的 共 罗 函数 . 
EXE, Blo, 好 是 (4.13) 的 解 , 则 
w= Gi (v) 

便 满足 v= JH" (u); 
并 且 由 于 u=G (vo A’ (u), 
可 见 & 还 是 以 25 为 最 小 周期 的 . 

现在 我 们 来 求解 (4.18), 并 估计 以 2 为 最 小 周期 的 解 。 的 个 
He | | 

AMR DEG, 2), Mili p>2, H+ =, BRIER 

I()=5<Ko, v», 
4 WEJ, 
gv) =|" G0) -1, 
其 中 <, > 表示 LP 与 L? 函数 间 的 积分 除 以 ae, 假设 
HEC? Rs, Fit) ， 

可 得 a(g) EO OCR LO}, RD 
从 而 HOR {6}, RY, G EC (RY, RI), 4 M=g(0); 
则 Me BP PS) CP? FRE. 

事实 上, GEOL" (SY, R”), RÌ), Mi geC™CH, RY, 
并 且 

<ag(v), w= fE ow, wwe, 


所 以 有 <dg(v), a=] G (o) w= p {@@), 


4 DEM Bt, <dg(v), o) =p £0, 从 而 dg(v) #9. 
RERED J 限制 在 M 上 的 以 2z 为 最 小 周期 的 临界 点 


§ 4] Sle 248 
wv， 有 i 
S44 BoBC, M) AFA, WEO, 40) ERX 
Re 使 得 
K vy = AG (vo) Exo. (4.14) 
证 明 H Lagrange RTH, HACK! 使 得 
| BT (v0) =2Ag (ve), 
队 而 有 zo CR, {E43 
K vor AG (vo + xo. 
bes (4.18) 49 (4.14), PIR A, RSE, 例如 说 , J (ve) > 
0, Hy (4.14), EF | 


pa LE to, o> _ (4.15) 
je DoYo 了 
“> 
v(t} =A -iot (4.16) 
g =A Ey (4.17) 


时 , fv, x} (4.138) eti HH, AN: o vo BL 2m Ai) BH, 
那么 4 也 以 25 ARN, 

事实 上 ， 

Koa Koo Ar EG Cu) HAE Tro =G (0) Fx. 

于 是 问题 化 归 为 ， 

EG, MOH, 以 2m 为 最 小 周期 的 , 并 满足 了 Cw) > 0 的 临界 
局 Tp. 

a45 C7, MYADJE HRIH m. 

证 明 (F, MD SEAT AR 


|Ev, DS lve. 
LAX AFE OAT, 洲 以 有 ?二 有 使得 
B.COQOCBs, (4.18) 
让 Roe |e (PA (Ce) cr? [2], 


所 以 有 常数 4 之 0 使 得 
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ariz |" <G(<') sR |v |", (4.19) 
Aint M 上 ,有 
i 1 
Taa © belie S Gaza)” (4.20) 
Am J 了 (Cv) 是 有 界 的 . 
2° J 满足 (P.S.)+ 条 件 . oM, B 
| Gt) =1, (4.21) 
XE: 
OLan KE im, Ym SB, (4.22) 
Wm = KK 0m — da! (Omn) — tm 29 (DP), (4.23) 


A fon, tmp GR xR; EEA ATA Omt. 

FXE, HLD lene BA, AMAT tent 使 得 
Kom, KM, FMB) 2. H4.23), 

LE Vs, Um — Nn P = Lm, Um p90 

推出 AmA, HA G (on) FE L? 有 界 ,推出 xm EDP AA, 从 而 在 
R” 有 界 , THE Imr. 

这 个 入 于 0. AETA, EA mo me CRE) CE HE, 
LEE, Mii ereb, RR a0 F a Rt.22). 

于 是 Un, =F Cm u CL), 推出 

| Ung EE im > Ce) CEP); 

Bh one Ho TF, 

3° JORDON M49. BL, K AEAEE, Amk +L, 对 
WERE e M ledr 


p=({ ao ) ">0; 
便 有 fauo =r fae), 
BD weC M. H | 
(K (ue), pey =p? | lel?>0.， HEM, 
现在 我 们 来 考察 变换 ， 
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出 于 Py, v0), kml, 2, +, 


人 a(t) - WEO? -到 | G(u(s))ds 
=f e), 
FE Tr M>M, H 
IT) == J Co) 


这 表明 ,在 ECOLE, 


上 上,v SURE AUR BBL 2 为 最 小 周期. 

内 为 倘若 vC M, 并 有 周期 2hor, ho>2, & 

Valt) =p $g Ig) F 
Hi oC E, I-A 
f aod ET) = [G60) 1 
Bac AM, 但 
J (09) shod (Tuvo) = od (0) >e mm", 

这 与 m* 是 极 大 值 的 假设 不 符 . 

引 理 和 .6 如 果 (4.18) 中 的 如 < Er eM 上 有 集合 A, 
ER S IR An, 

证 明 取 C* 上 的 单位 球 I 考察 集合 

A= {p= 08" | eG S71}, 

WA, Kono, ABR 


ib, weave M, 
其 中 na({ aco) %, 
显然 由 是 一 个 连续 同 胚 , 并且 有 以 计 
Oi oeae to 
(20a)? R (2ra) r 
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问题 归 缚 为 是 否 有 了 (ko) > Ee - 
HA 
AN a _1,; 1 1 
SD Deg S—— s+ Fa 
22ra) r 
1 4 1 
> or: | 4.24 
[2mc * > 


4 
但 另 一 方面 , 由 (4.20)，. 
m — Sup J) sup 5K», Dai sup EJER 
1 1 1 
EKA (4.24) (4.25), 可 得 
TAUF WEA. 


今 取 44 一 贞 (41)， 则 由 定理 4.2， 
yA) BC Ay) =n, 
这 是 因为 41-V"8:, BP HM ln 维 线性 子 空间 Ta 可 以 复 
化 ( 复 化 过 程 见 第 一 章 81.8 关于 4 一 -了 E 的 讨论 ) 为 C"， 在 
这 复 化 子 空间 上 , PER Te 
(Tal =v -HD eC 
HARR: digo”, --, et}, H 
F” Fixs.= {6}. : 

定理 4.4(Ekeland-Lasry) # Heo’? rR?" RD, Mw Y= 
H*DA—-TP ROR @ HUH, 即 了 二 80Q0,， Lk R>r>o, 
使 得 


(4.25) 


Ref 2r, 

B,ZûC Bpr, 

WBA | 

a= J H'(z) , (4.10) 
在 2 上 至 少 有 "个 不 同 的 周期 轨道 . 


HES BSA par 


证 明 联合 引 理 4.2, 4.3, 154.4, PAD LRA 
HS Bell BR, ERARIGA, MLD AEA 2x Hy Bak hy J) RAE aa 
问题 ， 仿 

c= inf supf(s) k=1,2,.”", 


H f- -J i AM LAAT RR, HES, 
一 有 CC 2, e 
义 由 引 更 4.6, 还 有 
ue 
CrS 一 -可 ， 
于 是 由 定理 2.2,f HPA n 个 不 辐 的 临界 锁 道 集 ， 这 是 因为 现 
jai Zi 
(Tw) (t)=v4+-s) se? 
HH ofS? 的 一 个 等 距 在 二 表示 ,而 Md BERT PODS 
的 . 
肯 按 引 理 44.5 与 4.6 之 间 的 那 一 段 的 讨论 ， 可 和 匈 所 得 色 这 % 
个 相亲 的 临界 轨道 集 内 的 临界 点 , 都 是 以 2w 为 最 小 周期 的 ， 才 是 
我 们 得 到 了 方程 组 (4.40) 在 上 的 % 个 几何 上 不 同 的 周期 轨道， 
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[Hotl]. AAT AI SEM eB SE 

与 定理 6.4 相 类 他 , 有 下 列 Weinstein ¥ E: 

i HCR, BH), Hie A OO ire hs. WE: BAH =D, T 
对 足够 小 的 e>0, HE He) KEDAR n S41 LT RERE RAS 
ik. 24 Mosr[Mo 2], A. Weinstem) Wel, 2]. 
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SFR Morse 理论 及 其 应 用 


我 们 曾 指 出 ， 临 界 点 理论 的 基本 手法 是 通过 考察 是 数 的 水 平 
集 f, 随 变化 时 ， 其 拓扑 结构 的 变化 , 来 判定 临界 点 的 存在 性 和 
估计 临界 点 的 个 数 ，Morse 理论 则 更 深刻 地 拨 示 出 临界 点 的 性 态 
是 志 样 影 啊 水 平 集 变化 的 ， 

为 了 说 明 它 的 大 意 ， 我 们 来 考察 下 天 富有 诗 发 性 的 例子 ， 乾 
BPFH w ATH X SS, OT AA, RE, MR 是 
XER BRE. id ae f(p), i=l, 2,3, BM. 


(D) 4 a<0 ti, fo 

(2) 4 0<a<A Ei, f, AEFI 2 AEE, 

(3) 当时, fa FTF EH. 

(4) 当天 cui 时 ,ft 问 肥 于 一 紧 流 形 ,其 环 顶 数 为 1, 边 绿 
“Ay --— (al FAT 

(5) af, BY, f= M, 

就 伦 型 而 言 ， G)->(2) EA Ld O HERR, (一 一 


Zou Morse Hiini HUH ene 


(3) RUBLE HA I E A, (8) > (AEE Gh 
Ay 1 HE HRS, mi (4) (5) ADE A USE pL 2 ERE. AE 
40 AOR BSE AL SK e ME TP SA, Pa AE e 
FES AE a AB OA OR AR PA MEAS TR ee A, Se PAR A E B 
论 , 将 在 $2.4 中 讨论 , HT aE Ae, IER EE 
Te Aa AEA ba] Morse 不等式; 
Mo Bo, 
Mı- Moz fi Bo, 


M,— M, 1-H ( —1)"*Mo>B.— Bai tt (—1)" 8o, 
其 中 My 是 紧 流 形 M LAT ie BGR Be f iy Morse 指标 为 
k RAA Ra, 而 Bi 则 是 流 形 M 的 Betti 数 . 注意 到 这 组 不 
等 式 在 边 与 任意 泉 数 节 的 临 失 点 的 件 态 及 个 数 有 关 ， 而 其 右边 只 
与 这 流 形 型 本 身 有 有关 , 我 们 自然 想到 利用 它 得 到 应 数 的 临界 点 个 
数 的 估计 , 回 刘 上 例 , 注意 到 环 面 的 Betti 数 是 ，Bo 一 一 1， Bim 
2, FRESE IB fe Be FER BUS ed 

AWE § 2 Morse HIG ME AAA, Aly Ee PLE ee 
币 扑 的 知识 , 我 们 将 在 8 二 Sy a ER AA, 

$8 包 售 几 个 临界 点 存在 性 定 更 ,它们 郁 是 利用 Moerse 理 论 的 

外 论 和 方法 导出 前 , 包括 三 解 定 霸 、 分 玻 完 理 、 渐 近 线 性 算 子 方程 
AEE LMR E, BABE HAAS BARI Re NATAL PS aR MR AE 

在 和 4 举 几 个 例子 , 说 明 83 中 的 临界 点 定理 是 怎样 应 用 到 微 
分 方程 癌 题 由 去 前 ， 最 后 - -个 例子 是 Arnold 关 本 环 面 上 保 测 变 
换 的 不 壕 点 个 数 的 猜测 的 证 明 ， 


$1 同调 论 的 回顾 


Ea, RIA a A e- a E mia ie AIS E e 
MaMa. AAA fe ha e, te A Groon berg [Gr1], 
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1.1 奇异 同调 群 

代数 拓 盾 的 思想 是 对 拓扑 空间 赋予 代数 量 的 描写 ， 使 得 拓 扒 
问题 通过 这 些 代数 量 转化 为 代数 问题 ， 奇异 同调 妊 就 是 这 种 代数 
a A RE TN 

设 X 是 一 个 拓扑 空间 ， 设 A E Re 中 的 一 个 标准 的 qe 
fi,q~0,1;, 23-5 A, Be, a1, +, er A= (0, - sd, 0, +450), 
sad, +, 9, 所 生成 的 . X 上 的 一 个 奇异 (singular)g- 单 形 次 定 义 
为 AX 的 一 个 连续 映射 pg， 用 2 Kid 上 的 一 Wh ay Fe hae 
形 所 构成 的 集合 . 

RG 是 一 个 和 bel 群 ,形式 和 


To Clg, ob KEG, rE Sa 
称 为 是 一 个 g- 链 , 这 种 g- 链 的 全 休 记 作 OX, G) WRX, A 
是 两 个 拓扑 空间 , 若 有 连续 的 
f: XxX’, 
那么 在 OLX, DOLF’, C 上 ， ERSA ANE fu 


Egos af (oy). 
AF TE Že 定义 边缘 算 子 a 如 下 ， 


| Taom $K- DD, 
其 中 Pemp, en yj; e Cal, (8, Ar. or, Ste try l RA 
Ë, e n ea ie Rien 其 余 癌 量 多 成 的 0- 工 维 单 形 ,一 0D, 1, 

z， 然 后 把 日 线性 地 扩张 到 Co， G) 上 去 ,有 妈 . 


aS g= Z geo, 


不 难 验证 ， os 
(1) a OX, 0g X, 的 ,9 一 1 2, … 是 一 个 同 态 ， 
(2) Pe=88e=0, YeE OR, @, , 
事实 上 , 只 需 验证 Bo 0, Vo eS, RET, 


的 CT 
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200 = $y (~ Bo 


CD Dn 


其 中 新 类 示 巾 去 第 1 个 Haak tinea FA to, 1: 
9 Eida Peda U's eal.. 从 而 . 
"Bo h È (1 Hg o PEPI] 4 p> (= ne PEPE 1-0. 
HER. ien o 
ZX; @- —Ker€d) = {cE O,(X, G) d0=0} ， 
BAH Fe 9- 闭 链 群 , 
B(X, &) 一 ImtD) 
={e€O,(X, G) |e’ EOX, G) 使 得 
| ao =o}, 
PIAA gi LE. 
HX, D=2AX, @/B(X, @ = 
这 个 商 群 就 称 为 奇异 9- 同调 群 . 

现在 ,再 考察 相对 性 的 概念 。. 

HX, Yg 对 拓扑 空间 ， HHY CE RENATA, 
我 们 就 把 这 个 对 子 ( 王 , PRA Pash Sat, 

R(X, Y), CX", 了) 是 两 个 拓扑 空间 对 ,ff CX, 了 )-> 
(X’, VSR we, MRE, XOX Ae, 并且 fF 了 )cCY' 
BARH g (X, FCN’, YORARE aH, BIH, IF 
[0, 1] x XX’, 连续 ， HA PO; -)=-f, FO, )—=—g, AR F, 
E0, 1] x Yr’. Es 

H(X, 六 ) 是 一 个 拓扑 空间 对 ， 因为 

ô O,CX, G) 0 CA, &) 
Bey 8, OF, QCA’, &), 
于 是 它 诱 导出 一 个 新 的 向 构 : 
F, OX, D/OAF, O00 RF, OOF, G, 
称 O(X, Y; 4)-0(X, OHO/OAF, G), 
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为 奇异 9- 相 对 刍 群 . : 同 理 定义 5 
+A gH aH, ZX, Y 他) 一 ker(2’), 
FH g-taty BH, BOX, YyG—-Im(), ， 
tA 9-70 05 FAG, HAs BG X, Y; 1 O/B, 
Y; G), 
以 及 
Up St g Betti 数 ; Ra X, FY) srank Ha, Y: G), 
BR S ELp, HAX, Y GHA, Go 
Fay AE AAT: Lo. 
QD) BY, (X, O>, PORES BN, 则 存在 一 个 群 
RE 户 ， 称 之 为 是 它 前 诱导 同 态 ， San 
o fe KX, Y; DHX, 了 @), 
ie ， | 
a) # f=id, Wf. aid, 
b M&F g. X, Ya", 了 7”) 也 是 连续 的 出 它 诱导 册 
KM a BR e o 
(OF. De Fun 


c} Of, -ha, | 
(2) inet, ËJ, g: X, v’, 7 是 同 伦 等 从 
的 , 则 f= 


AAEREN, DR, FORRES HM, 2 
指 存在 车 连续 的 E 
op (Z, PON, Y’) 
以 及 thy CE POX, Y), 
满足 : pd rr 
AE CX, FORE, YOR fee ir, w 
ALK, Y; SHX, 了 3 G) ella 
— RANTS, PMP SAM, YOY ATE 
aie, BIR. XCX, YCY, 并 有 "7 (0, x 和 一 BR, 
足 ， 5 
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n(O, -J= idr, n, ¥)CX’, nG, FICY,, 
nt, FICK, BR nG, -)lz—ddy victo, iJ. 
因此 , SCX’, OEC, FRE EBR, a 
ois. ist AQCX,-¥; G)= HX, F; G 2 aD AY. 
(3) GBH #UCX, HE. cini(Y), W 
BAAN YU, DZH X, Y; œ, 
# A, B, O, D, … RRB, > 表示 则 态 , 一 个 序列 . A>B> 
O-+D.-- KAREA, 是 指 ; 前 一 个 同 态 的 象 - -A-HA N 


B. W, HH A> BO, pa 
| “Im(h) = ker(q). l . 

设 革 ,了 ,是 三 个 拓扑 空 间 ， ZcYcž%, BARN é, (Y, 2) 
(X, Z}, j (X, Z)->CX, YRF PhS a Z E E ER 
射 , EHE HHRHH AREARE RAA FANER, 

(D ( 正 合 性 ) #ZCYCX, W | 


HF, Z, G)-3 HX, Z; HŽ aX, Y, D. 


2 He AY, Ly Gee 
特别 地 ， 因为 HX; @Q- HEX, OB; 9), 所 以 还 有 有 


HCY; G)-3 H,(X, HS HZ, Y; G) 


一 五 4。 E; Ge 
带 要 解释 一 下 的 是 同 态 ， 
HX, Y; OS Hy AY, GY 

Bx bt, VIClICA (CX, Y; ®, w2EZ CX, Y; Gee 
[0], 从 而 do=O(mod Z,i(¥; G)), CZF, G) 

4 01, osE [0], Wc cal mod ZX, Y; G)), 或 者 说 ,ca 一 oa 
一 ap +r, RP wl Cal X), rE), Hi 2o 一 Bey 一 BE 
Bel(Y, @, Bel +45 dos 属于 同一 同调 类 ，' 因此 8 诱导 出 同 
HX, Y; G)->Hy iV; G), 


$i- 同调 论 的 回 富 AER 


6) RY Rb BARE E Xa) aR, 则 有 同 
Fal. 

HLX, Y; QZDEH (Xy, xan, G), 

£6) HS, X; Gi=0. 

(7) H(X, OEH X 中 道路 连通 分 量 个 数 个 生成 元 生成 
QE, LBV SG, FOX, PiX 是 道路 连通 的 ! 则 HX, 
Y; G)=0. l 

(8) (Künneth AR) 

设 X je bh aA, Xa Xa 是 它 的 子 空间 ， ie 4, Aye 
为 内 射 , p 二 二 2 R-haLACX, Xe, YD) EH, WR 

he Ho X1, X1N Xa SH AUX, Xe) KAM, Ve. 
不 难 证 明 , 它 等 价 于 ; 

ian HA a X NX He XiU Xs, X28, Yg. 
也 等 价 于 ， 

E bond: H of 3, X,NXDOH, (Xs, Ay Aa) 
~H AX Xs, X1N Xe) lA, Ve. 

UMTS CY, A), (Y, B), BCX xY, Ax¥S X xB) 
是 一 个 切除 的 三 元 系 ， 又 设 B E-TROURIFAR: 

H(XxY, AXYUZX xB; Q) 
= È HX, A WOH AY, B; Q), Va. 

有 时 ,不 强调 个 日 的 9- 同调 群 ,而 关心 这 一 系列 同调 群 , 我 们 

用 CX, Y; 好) 表示 这 个 系列 , Künneth 公式 又 表示 成 
A(X XY, AXYUX xB; Q) 

oo SHX, A QOH, B; Q). 

在 临界 点 理论 中 ,同调 群 的 系数 群 9 通常 取 成 域 @， 甚至 更 特 
别 地 只 取 LotR, 实数 域 民 或 私 数 域 .G:; 对 于 系数 为 域 @ HoT 
群 , SC LE Q 上 的 线性 空间 , 这 时 Betti Br 

rank H,(X, Y; Q)=dim H,(X, Y; Q), 
我 们 又 把 Betti HMA 


1 
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aX, Fy Q- BX Drenk A(X, Y; Q), 
FAZAH, FoR Euler 示 性 数 ， 
利用 上 述 奇 异同 油 群 的 基本 性 质 ， 我 们 前 算出 许多 拓扑 空间 
的 奇异 同调 群 . .例如 ho re 
1. n 维 球 页 Sr.. B “4 S oon ooro 
| 0, gen, Ñq, net, So 
AAS, OG, g=n>1 UAR g0, ne), 
(G, gen, 四 a 
| 2. ; ARAME BP ym HERR, Sw! 是 它 EA we... | 


HKB", | gant, af! uw 
8. BELT BX KS nK 
| f G, O<a<n, 
Ba", Y= lo ron i 
其 中 0 是 组 台数， | Ea | 
4, sandal Pr | o 
Qn 
HAP, ‘Zya 他 En. 

5, 复 射影 空间 cr, | oo, 

3 qu 2n Bg AAR, 
HACE, GO) {s G, 0<g<2n H g XA. 
1.2 ARLAN 


IARRI BERR OLX, DUE, RNKSREMN A, M 
OLX; Og MMA. WASH Hom(OKX), GHEE 
OX, G), RH q LER, ECO, G), MeO (xX, @) 
->G EIS, RAe, 中 表示 。 在 奇异 4 链 " 上 的 到 值 BIR 
有 等 式 ; | 


. 7° 


[ed 十 aa， 6] 一 tors, e] + Las, ele 


gi] Maca 257 
[or, a+e] = Lo, elt Lo, él, 
(go, omgie, of =le, go], 
Bp [, reed G) LOCA, G) 上 是 双 线 性 的 . oo 
DAT 2, 关于 这 个 双 线 性 的 f,] ATR 8, 称 之 
ALLERT: 


> . 


. As, cl—[o, de]. | 
因此 3 是 OFX, HOUR, 9) 的 同 态 ， 由 名 一 0 ah Ewe 
WS EM, 

ĝe =Ù, YeE OLX. a). 
26 ADL Hh, He ker (3) yh Fe EA BF, ELE ZX, G); 称 Im(8) 
WAH Li IE BUX, G); WER ZX, PBX, G) 
Sp HE AA EREC, G) ve. 
关于 相对 上 同调 群 , 可 以 定义 如 下 A(X, 了) 是 一 个 拓扑 空 
HA, Maat hee ee : : 3 
, OX, Y; @)=Hom(0,(X, GOY, D, D. 
Ie Laat LMA S, OX, 了 了) 一 Ce( 工 , Y) 为 边缘 算 子 
9 f; CLX OKY JOa- X )/ Coa PRAA. 然后 定义 
HX, ¥) —ker(d)/Im(8), 
也 可 以 定义 
Ox, F, &) 
={c€OUX, | lo, o]=0, Vee OLY, GN}. 
不 难 证 明 ; CX, Y; HAW OX, Y; G). RPA 
ARBRE p, OLX, G00 X, GOLLY, PRA p" X, 
Y; G)O0OKX, GSB. Mi 
ZX, Y, @)Aker(8) 
= {060 X, G) lr, 可 一 0 YoE BFR, Y; ©} 
BOX, Y; GDAIm(S) cl[ec ox, &)j [e, ¢] 
=por E ZA, Y; GH, 
— BLK, ALTE Mi AR. 
~ H(X, Y; OOH (CX, Y, GY, 
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u GERI, a dee EAD. 
上 同调 群 和 同调 群 的 性 质 非 常 类 似 .. .重要 的 差别 在 于 同调 群 
是 拓扑 空间 对 的 孙子 , 而 上 同调 群 则 是 反 变 函 子 ， 事实 上 ， 
EA, FOURS 了 人 连续 ; 则 o o 
J’: HX, r: CEHA, Y; Gh 
m 
A G fm ed f mid = 
(©) MF 9: (X", aad Fr 连续 Woh) ry. 
(0) ôf efs O 
CBD BS, g: TE, Y>’, yy, BIg WM fog". 
IR, FY~ (XP), a BOX, Yy QZEX', FG)... 
(3°) {切除 性 质 ) HXW, YAU; Os BAK, Y; P B 
Paip Y y 7 por a 
(4)》( 正 合 序 列 )， 当 ZCYCX 时， WEI. 
HY, pa GE HEX, Z; Ge H(X, Y, D 


-gF 


“E aio, Z; Oe | 
是 正 合 的 , 其 中 本 (Y, BOX, 2), i (x, Z)>(X, DERA 
; _f4, ¢=9, re 

(5) H(p Daf anon 
FH p Ja BR ak Bae 9 SR.. 

(6). Künneth) » BCX, A), Y, BEA He AL, 
LR XY, AxY, X x B)Æ—- TRZA, 并 且 HX, 
A; @) 是 有 限 型 的 , 即 其 中 每 个 五? 都 是 有 限 生成 的 , 那么 

H'(X, 4; OOH'(Y, B; Q) 
SHE XY) AxYUXXB, @), 


1.3 fraser | . 
FR OB BRE RMN, WHR A FER ES BA 
个 分 次 代数 ， 


S15 - eal Waits BH] Bad 
RREO, @= ÖC, &) E, 定义 上 积 如 下 ; tee 


GX, G), dE (X, ®, Vo€ pig X, G)4 RATES. 
ro Ay Apa oo ce < 
Sao l o Pa de tdprar ,: . 
为 New ae? pa), Pr™ (ey, Epil; M *, Cpeads 定义 ， 
lo, eUid] 一 [ax e] Cp d], 
EREC (X, O LERREK SOG, ARAR HO be 
1, EX Wie, Ial yog X. Mop his 6 与 上 积 则 的 关系 由 
Ba, a 
ph oo 8CeUd) = be d+ (~ 1)0UBd i 上 
给 出 ， 其 中 pE OLX, G) EOX, G) | o 
KHH Z (XC (五 ) 的 一 个 子 环 , BX) AX) 
中 的 一 个 双边 理想 . 于 是 上 积 员 可 以 过 渡 到 上 同调 群 H AJE 
去 , 使 之 成 为 一 个 分 次 代数 . 此 外 ,车 X OY ES, MH Y) 
-H'A EEA: S eud) = 一 产 *(e) Ua), 满足 六 3 一 8 
RELA BRT. N: Oprel X) x OPCX) OX), E 
XIF: YeCP(X} YEE), YoE Opta XD, oNeEOLX) 
由 等 式 [o Ne, d] = ie, Ud] 
ME — HE. 
EEL, EET AB FREI: 
| ie 一 [Le clots. oe 
rns AARTI 的 关系 由 下 式 给 出 :: 
| Ao homm iyi) Ne -eN Ge] TES 
Yo E Oma) CEEX). 车 有 XOY ES, MER ~ 
Poo 8 ACETONA CILA 1 
2 NS VE (Xs cG ZX NG NoE EAI, 
Yo C By X) ch ZX) Nee By nae 
所 以 卡 积 可 以 过 渡 到 同调 群 , : 即 EO 
N.: Hp X) x POOS Xs hig 


—— — 


ado Morse iit est ay A [ALE 
WTAE, 上 面 所 有 关于 上 积 与 卡 积 的 结果 都 能 推广 . 使 
GH X,Y; ORH-TRERNDKAR, TAX, Y, 6) 
BAX, Y; 如 ?的 一 个 右 西 模 .， 实 际 上 ， 对 于 相对 奇 手 上 同调 
群 与 奇异 同调 群 间 的 卡 积 还 可以 扩充 到 如 下 形式 ; 
N: Hyg X,Y; Ox BCX, Y; OH, 0). 
N: Hy X, vy 的 > EXX, @-+H (X,Y; @). 


È. i FRE reaping i’ a 
By CX, 是 一个 反 交换 的 分 次 代数 ， 我 们 按照 
的 上 积 运 算 , 定义 上 积 长 
cuplength (XJ tax{l EZ, |e, vo OC HX), a) 
>O, =l, +, 1 Eau UnA Otis 
关上 各 长 和 -个 和 要 的 应 有 它 可 以 用 来 信 计 拓扑 空 间 : x 
的 畸 数 ， 
i RAT 1 aisd ouptongin( £944, ao 
证 明 设 m~caplength(X), BE 3e; e, dy é ox, Gy 
dirm (=k >ý, =l, … ,mm 有 61U -i Joko. 2. oat ( ) > 
m+! RAR, IX 的 wn 个 可 收缩 的 闭 集 了 1，:…, Yoa 使 得 
下 一 I 了 Yi， 考察 正 合 序列 | 


HUY) > HX, ¥)S BEOR). 
因为 BYD, veo, KA F ELA: He H*(X), 36 
H(X, Y), ##B 六 ci 一 Gy Ami, ++,” rw, ADS (Cs Lf one em) = 
orU…Uon， 出 上 上 积 定义 直接 推出 ， GU Utne Bete CX, 
YiU UY n= ) 守 0， 这 便 与 假设 予 盾 . 

为 了 说 明 用 上 税 蕉 信守 竺 数 在 微分 方程 中 的 应 用 ， 我 们 在 此 
发 挥 第 四 章 $ 指标 理论 中 提出 的 丙种 途径 中 从 的 第 一 种 途径 的 思 
4. 

由 代数 拓扑 学 知道 FALE. 

fil 实 射影 空间 Pe, 
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cuplength(P") =r, n=1, 2, ++, 00, 
H2 EREZA Cr, 
p on cuplength(CP*) =n 
“应 用 到 第 四 章 定 天 3.9, REES K, 把 函数 版 制 在 实 
射影 空间 P E, m+ 了 是 下 方 有 界 满足 P.S. 条 任 的 人 am, Ë 
$e AY FA SA PO BE ERE 1.4, 即 得 FH Wt 对 水 同 的 临界 值 ,% 一 1， 
-RE 我 们 可 以 用 复 射影 空间 的 上 积 长 估计 畴 数 六 讨论 
Bkoland—Lasty sim O 


gz Morse 理论 


ZEW, BST Morse 理论 的 基本 内 容 ， “对 于 孤立 畅 界 
点 赋予 一 系列 赔 调 侣 来 描写 这 函数 在 临界 点 附近 的 行为， 然后 建 
w Morse 不 等 式 ，Morse SIA RS Ae co 

UFRS A, 我 们 总 很 设 人 是 一 个 实 的 、 可 分 的 
Hilbert Sey, 有 内 积 (0 


2.1 临界 群 与 Morse 型 数 

设 fEOL2 ,RD ,m6 是 它 的 一 个 孤立 巍 异 点 ， 即 Seo 的 邻 域 
上 ,使 得 wo 是 了 在 上 内 的 唯一 的 临界 点 ,引入 ， me 

定义 2.1 f) 了 在 内 只有 so Je W JE A. 令 
O(a, f) =H tN, LA foo}) AT @ 9 二 0 2, +5 则 称 
O, (ato, 中) 为 了 在 co LEAS RAE, EH, 称 Calm, DAK g 阶 临 
界 群 . 

FU BG BREE, 临界 群 与 邻 域 的 特殊 选择 无 关 . 

2M I2Q ARR, B ranko, (eo, f) 称 为 {在 处 的 
Morse 9, 12fE 对 soo f), 9 一 0, 1, 2, : | 

从 定义 直接 可 以 计算 出 下 列 临界 群 . 

GL 设 wo 是 f 的 一 个 孤立 局 部 极 小 点 , 则 


202 Werse gji es H LRA 
|G, 位 =={}, 
Calan, E) = < 
alu, Í) G gai 
p2 dimt < +00, RA m, N re Æ f RUE wR 
KA, W 
Q, g=m, 


Olz, f -| 
ao, ) Q, ym, 


定义 2.3 BPCO, R), Pla) =0, PE vo ARIEL, 
MEM a lithe, BU, Ro Bei, 如果 主 的 一 切 临 六 
点 都 是 非 退 化 的 , Si f A— > Morse GA, 
H an ery ee St BF zo FBGA, WN a, A. 
定义 和 HEC, &), Mad. 又 设 五 -是 使 得 
fco) 在 其 上 成 为 负 的 分 PR ARES Sli, BY 
B_={2E ¥ | (£" (aye, 2) <0 Bs 
dim #_ Jy Ë FE zo AbAY Morse 指数 ， 
我 们 首先 费 考 察 Morse 型 数 与 Morse 指数 之 问 的 关系 . 
定理 2.1 WLC, R), oe HPA AEA, Morso 
指数 为 d 的 临界 点 ; 则 
{@ gej, 
Oo Dlo, wend 
证 明 1° 用 Taylor 展开 
f(x) = f(9) + ze CO, w) 1 r(x), 
Heh re O72, R), 满 是 ; 
0) 0, r” (9) =0, 
记 了 4 一 二 下 (9). A OM, Wik}. i P= Eo P+ = 了- 


r WP. EREZRE HT. A. RAR PLE ie, A= 
tA\4,; M 
A=A,P,—-A_P.. 
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Ay fE OAR, AAA, 从 而 A, a ZOE 
的 自 伴 正定 算 守 , 守 是 4 可 以 有 定义 、 
Væg T, ° 
oe y.-AIP,o, 
Wyle, Ey ty, RIVE T-TREE ay. ae 
实 上 , 因为 有 | 
g=A y Ay, 
这 样 一 来 , ERREF, | 
f(a) mt AAPie, Pan) (APs, P_a}+r(@) 
= |y ly ESE _ 
其 中 SD 一 re) 记 Oe 
fy) =f@) -f(8), 
F 是 f FER Ae FR. 
2 AAS . ， ， ， ， 
GHB, S(O) =O, 
Brut Vee (0, 1), 3y>0, 5>0 414 
Ave ë 
5 
以 及 当 gE B= {ye # | ly] <S, 
“Stay <Ylyl, S) ;< slyl’,. 
Wi SOB, 时 ,有 估计- 
Gm edly —(1+8)|y- pF) 
= < A+e)ly |" — G-a) ly-t. 


FAO, #74 {ye lly jey E iy- |l if 可 见 0.0 Baca Bs, 


3° 现在 我 们 来 梅 作 一 个 形变 收 其 ; 
AE, Y) =y- + 《1 tya, 7 
ie: 7; LO, 1] x (BaN fo) > B; nfo, 事实 上 ， WweB.nh, 
nt, y=y- EC, RBC 是 一 个 止 集 ， 所 只 必 有 六 E 10, 1), t 
f(t, y) EOC Fy, 4 tH, MA, WEY I<Y, HF 


a 
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“Ah sn, ) 
= — |y- GD -SG GE- Yrs a 


则 有 | 
ea Pora- Dua, va) 
O S-Dp rly + Os bigs 
E -ape wolves 
而 当 #<t 时 ,由 于 | 
nt, =y- + Ay EO, 
所 以 -Hla >y iF; cay > sl / 


iE <0, Ma “ 
find, y))= PECO = Hy) Ko. 
总 铺 起 来 便 有 
nE, y) Cf 1 Bs, Vy, DG 和 np 
REN: (PBe, P- BAD (oN B, a {9}) N Ba) hY 
eran Sit BÈRE, 
O8, f) OË, f)' | 
ot Hyon Bs, (fo\{9}) N Ba Z) 
~ H(P_Bs, PB) {0}; Z) 
HB, BAO Z), Hey Bj 维 球 . 
注意 到 ， 在 PH, S28) E BHO REER R 
PELL eB AAR, Ea 
H: CBN oir DZH, “oo Si, Z)0, 
nae GID os 
ORE BV OY SDH, (Bi, Si) 
>H (B, BY {9} Hia (Bh, 84), 
便 得 到 HB, SS?) & H,( Bi, B19}). 
aa +o Bt, WITH RH Ast (S$ 1.4), 


= 7 Q, | 3 g=}, l 
,£) He B, st 1 =| 


La 


PI: bo _ Morse #8 证 oer 


Bio +o, HH 1.1, 我 们 知道 ”在 自身 是 可 
WHY. KSA, AC Be, S @)=0, AAI Og, f) 20, 
Vg=0, 1, 2, -- 

FENTER, AP So AL Ay Morse 指数 决 
定 ， 这 套用 奇 兴 同调 入 对 临界 点 所 作 的 局 部 刻 划 . 以下 再 从 整体 
上 进行 考察 . | 


20 Morse FEA- 
. BRR, RIET, Ri) ,满足 P.8. 条 件 ， 又 设 。 是 区 间 


Le, 5] 上 唯一 的 临界 值 ; 只 对 应 有 穷 个 临界 点 ; 则 fee 
Hei,, f,)= =H (fas fK, ), 978, 1, = (2.1) 
证 明 接 第 二 -形变 引 理 ( 第 三 章 定理 1.6), 
,HE (02) 
又 从 第 一 素 变 引 再 (第 王 章 志 理 12) O 
| HAEN Ko £2 BL, £)=0, OO (2.8) 
BARRO RCH, aH RUE, 0O55 


aN £) H, tH dh, AK) 
—» f Ta íf,’ Ke, faj- r 
利用 等 式 全 .8 可 网 .… 
0H (f,; i) Ht,, £.\K.)-+0, 
BN #8 Fa #4, 
Af, f= Hott, to Ko). (2,4) 
联合 (2.2) (2.4) 即 得 (2.1)， ee 
te: WK 中 的 点 都 是 非 退 化 的 , PARR RCE, K, 
AMAR: 再 由 叫 , 身 . 条 任 , 玉 ,只 能 由 有 穷 个 点 组 成 . 
WEK, mz, ens Bends 选择 eÜ 18 45 Bx, 2) NBz 8) 
-9 inj, 于 是 按 切 除 性 ， 
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“Rif Egy n- ee 

mil e 

“SH, ent) Blu, 8), fA) BC, eE, ) 


AERE : 20N H AEN BG; e) f, Bs, ete): 
‘Se At oh PE a ~ ar 
=OS Oee È). o @, 5) 
这 引导 我 们 去 
42.5 Bre OR, RY, ME Seely aes 值 : 
fected day Cott s Fóti TERE EZ A 有 es d 
点 ， 称 数 wed co 


ae M> > rank (t, +E, F 1 Laos | 


其 中 . g< Min (ea~; C0; y-a) j=0, #1, +2, X f Ay g- 
阶 Morse He, g=—0, 1, 2, - 

HEF, Me iE ZA en 与 ey 的 特殊 选取 无 
关 ,. 有 下 列 几 何 和 解释、 .+ .上 .…… 

定理 .3 设 革 是 一 个 Morse waa, BEI B.S. 条 人 性; IH E i 
q Bt Morse 型 数 是 其 Morse 指数 为 9 的 临 界 点 的 个 数 . 

证 明 “ 直接 利用 公式 (2.5)， 

下 面 我 们 来 讨论 Morse FSX. 作假 说 

(AH g%< 避 是 于 的 正则 值 ， 买 设 王 在 对 一 1Fa, b ESSN 
AAS AE, FER MRR aa PS, Ai 
FE A RI a FEE AB SE A H RS, . 

记 


a” 4 7 ole 
wef hs jt. 


M, =Ma, b)— 5 rank Helfoson Toras. oh, 
其 让 本 Kerc i- fi PAED ERAL E 
o Bi Bala, b) = rank Hofy; £,). 
gO, A2, >, URH Morse. 个 等 忒 ,. BE mE 明 pte 后 
面 、 dt 


$3). D n Morse # 论 . 2AT 
EERE WLC, RWEP. 8. RH. RRA» 


UR EA i. 
Me— Myatt (-1)*Mo2 By— Bea ttet 1) o, 
12.8) 
g=0, 1, 2, on 此 外 还 有 oe obo 
Š- DM DB (~ Be | . (2.9) 
只 要 此 式 左 边 的 级 数 收 人 证， 


s 2.1 Morse 不 等 式 (2. BN RE ATE 定义 
HERRAR 
Pla, by =F UAC, D), Mla, b; D= -IPM DIE 
(2.8) 等 价 于 FQ) —Sovt®, q0 HA 
M(a, b; t) —P(a, b; i= FDRG). 
定义 2&.8 SMI SARATE, in yz€ 
YCA RE 。 
S(X, D<, DIS, yy. | Pores 
因此 , BAAS MeCN, 使 得 每 个 拓扑 
RIX, Xia) AE 8 的 定义 域内 , 则 成 立 着 
S(X,, Zo EPIR, Xe). © (2.10) 


MER MSEC, YR E 
RX, Y) -rank H(X, D (9 次 相对 Botti Be), 


定义 oag 
- SLX, N (~ DRA X, ms = Q. 11) 

Le oF as 
(kX, Y)= ee ARY, yy ; 7 2. 12) 


WR (2. 12) se Me xX, VRR, Y) i Euler 示 性 


数 ， 
引 理 2.1 . IX Raz Sy 是 次 可 吉 的 ， 而 Euler atta x oi 


一 
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可 加 的 , BE ZCV OR, 并 且 A(X, F) 与 x(Y, ZRH, 


wy 
IX, Z) =x X, YOY, 2). 


“证明 1° 由 正 合 性 ， 
HY, >H, AWA, YY). i ue. 
ifai R(X, Z)<RAY, Z) +R (X, Y), 
”9° 在 一 个 正 合 序列 
中 , 因为 Wer tp 所 以 
rank A —rankIm (j) 十 Tank Im C37 
EOE LA tank fm(4) =rankker(j), WA ” 
rank A’ ~3(B) Hela) 7 Ga | 0) 
RR OIDE MBE A Fl D 
SH Kog 2H AX, B\ 5 HX, yy 
Hel, Z)>* 0 


便 得 到 | 
tO R(X, Pe (X,Y +e, 2, | (2. 14) 
RX, Z) = X, Z) +(X, Y), (2.15) 
HY, Z) =8 Y r Z)+eg(X, 2), (2,16) 
所 以 有 | | 
RY, 2)+RCX, yy- R(X, 2) 
mg (Y, Z)+e.1(Y, Z). (2.17) 
ZAAT 
SY, Z)+8,(X, ¥)—8y(X, Z) =Y, Z>0, 
R S, eR TIO. 


”38° 为 证 x 的 可 加 性 ， 注 意 到 部 果 (E, RY, 2 
个 级 数 是 收敛 的 ， 那么 这 意味 着 Ago 正 整 数 ， 
R(X, Y-RAY, Z)=0,° 当 g>go. 
PLFA (2.14) (2.16) 及 se 的 非 负 性 , X44 a. 
eX; Yy-e(¥, =e X, Z)=-0, 49>, 
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从 而 再 由 (2. 17) BP #3 A 
IX, 2H xX, PHY, 4), 
BD x 是 可 加 的 . 
更 在 我 们 加 过 来 证 明定 更 2. 人 


ao Og ty 
每 个 wm Sot BY BRE FE REE Ranta, pitts, 5 imt, 2, +; h A 
KM ao, Gy, it, 必得- Mia ns 
LUE: angel ey ai ate ee, a, eB, . as 
| Erih, 了 为 一 组 拓扑 空间 . EPO TREN 2 
W. RRRA), Rados fan), JH, - n, q=D, b 2, “WE 
EEE A 得 出 E 


ÈA COTR Eus | fo. 2B DOR hy, 2A 


WR ÈO Dom- DOB, qaot, i oe 


其 中 Bim RE, fo).. 这 就 是 Morse 不 等 式 (2 $). 
| 如 果 级 数 Zf- 1M tht Bi 那么 Ago, t giga M,~0, 
DAAT Bam 0% goo. 再 由 (2.8), 即 得 当 > oa. 
从 而 有 eer, 
wt RG ( -Dm BA Die a 
即 得 (3.9): °° O 
定理 3.4 AER OOPS Sf ARRIA N 
空间 下 +1[a,， 相 的 拓扑 性 质 间 的 联系 , 然而 ,因为 ft， 可 依赖 于 
柱 数 了 本 身 ,所 以 应 用 时 不 易 确定 . 
这 就 促使 我 们 从 两 方 画 去 考虑 这 个 问题 第 一 方面 ,考察 紧 
TA 上 的 Morse As ak, - o 
Hib 21 设 MM" 是 一 个 紧 n 维 0 IE, teot, ADR 
avid Morse 函数 ， 则 下 列 不 等 式 成 立 ;。 oa 
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Mo Be, oo oe 
Mi— Mo Bo, 
M,,— Mt iM BB 二 十 (二 An 
这 里 M, 是 Mores MEC a W E RAR A ARS T B EM” 的 
j-Betti %, E rank Hi M5, 3=0, 1, =, 2 
.… .证明 .只 须 对 定理 2.4 REHAR T. o T 
首先 定理 2.4 中 的 多 可 以 换 成 任意 Hilbert HE Raw 
Finsler 4H). 图 为 在 那个 定理 的 证 明 中 , :凡是 涉及 到 形变 引 理 
的 , 在 第 四 章 中 已 被 推 六 到 Finsler 流 形 ， me 2. 1 本身 只 是 局 
部 性 的 结论 . 
其 次 因为 M” EK 的 ， PATR a< ming), bmmexf(a), 
这 样 一 来 , Mom FO le, bl.) 
第 二 方面 考察 有 边界 的 区 域 0, wii 20 上 每 上 g 有 -个 音 
位 外 法 方向 %(9). 
定义 2.7 设 0 是 一 个 有 边界 的 开 区 城 ,29 上 每 上 o 有 单位 
外 法 站 其 a(s), FE OH, Ro) 称 为 是 满足 正则 边界 条 件 的 ， 如 时 
a) f 在 可 的 一 个 开 邻 域内 有 定义 ， 并 且 Poho, Vee an. 
(2) (Frm), n(a)) >0, Yean. | | 
WFTW MARR HAR, A | | 
推论 2.2 设 feta RD NOM, R) 是 一 个 Morse Ñ 
%, RULE OEWMEEWUHR, UA P. 8. RH, 则 有 下 列 


M 不 等 式 ， 
| orse AN Wo Bo, 


Ms ~ Mom Bx— Bo, | 


Mat (DMa tHe LIMo f, — Baat + C> 1)*Bo, 
E M; 是 Morse an gf 的 临界 点 的 个 数 ， 而 B= 
rankH ,(@), 70, i, 

ca FEARR a EANAN, 但 负 梯 度 流 指向 口 的 内 
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W 从 而 形变 引 更 在 这 和 区 域 上 仍然 成 立 ， METR E 
2. 4, 即 得 证 明 、 


2.3 Morse 引 理 
Morse 引 理 , 研究 函数 f 在 非 温 化 临界 点 附近 的 行为， 表明 其 
局 部 微分 同姓 于 一 个 标 准 的 非 退 化 的 ， 以 其 Morse 指数 为 指数 的 
二 次 函数 ， 在 许多 书 上 ，Morse 不 等 式 是 基于 这 一 引 理 导 出 的 . 
Bit > dh, 它 还 有 许多 其 它 的 应 用 ， 我 们 在 此 考虑 一 个 较为 一 At 
的 Morse 引 理 , 它 包 括 退 化 的 但 孤立 的 临界 点 情形 在 内 - E 
2.6. UD, Daa Hilbert 空间 ; FECE x), R), 


假设  . 

Mo... Fs, ba) =, x (2.18) 

D prt, 62) - AE LF, 2 ) 有 有 界 道 | (2,19) 
WN FETE D i Os BRU MA O° Rt o=o E: 

S wba) = =a, o (2.20) 

` Fæ), =ð, (2.21) 

以 及 ZXY H— i, 62) Sb VxU>T eu mT HR AE EEA 7 

HCI ai mider (2. 22) 


Fr, DT PE), H+ 1 PY, (04, OE, O.  @-23) 
证 明 1° mm, NE noe 
Fie, yy <8 

有 和 解 oy) 适合 (人 2.20) 49 (2.21), Sa’ =se), ARS 适合 合 

(2.22) (2.23), 再 令 a . 

E=Riw’, HE, , . e. 24) 

其 中 Ra, DEFT, ZERE, 在 (0,， 8s) 邻 域内 xy. ÈE, y) 
可 微 的 线性 算 子 ,我 们 希望 有 Ea 

Rs, 45) =ide, OC (2.25) 

SR C01, RE, 0") =E le, ¥)— FW), 9). 
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因为 它们 歼 含 了 所 要 的 结论 (2.20) 与 (2.21)， 于 是 问题 化 归 为 求 
一 个 有 界线 性 算 子 值 的 函数 五 使 之 满足 (2.25) 与 人 2:26),: 
2 ”由 分 部 积分 公式 ; 


Fen Feo Prk (Pisa! +2(y), y), 2ds 


a 5 TFE -Í ( Fo Cte’ +e) gdt, o jas: 
o SS -fe (1—2) (Fz rio! +o(y), ua, ade, 
BEBIT: 


Bie’; seth (APC) wa, 


EEF x 关上 有 定义 ， BRATZ, Z) NPT AJZ) 
AF BATARA Baiiach 空间 RAVER Re T 
LE, PSHE Ro’, IBA oo 
RSPCA, 82)R= = Bia’, y} | GST 
以 及 RAs, 00) = ida, 考察 映射 O, Z, ZY XEYALE), 
GCR, 2’, y) = A" Fras, 92) R— Bio’, y), 
因为 Bi, 6;) = F",(61, 82), RV. 
Glide, b, Os) 0. 
HEHE (ide, Oy, OD RRR, TE (2.27) 有 解 ， FRAT Ra aa E 
理 , 对 ORES R SRA : 
G(R, 2, WO OF a01, IDRE RF’, PE 
YOELK,E) . 


VIE ASL), RO=} Ful, 93)” ‘5, 出 Bred, Oy, PERN 


这 表明 O, (id, Br, DEELER. 
BH, Oe (id, 04, 6.) VID A i 
O Anti AL, Z } 中 一 切 反 对 称 有 界线 性 算 子 组 成 的 
Banach 空间 , 即 {TCE LF, 全 )|10*== 一 0]; WA 
PE, ZY AAICR YIDAnti(R, 
MR kor(Ga(éd, 0, 03)) 一 eg Oa) ANICI), 
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is FR Pe EP ICO, OD I PBR XU, AR BV XU 


Sg (9, 用) 适合 方程 (2. 27). 
代 回 (2-24) 得 ,上 且 有 O 
O ÉG Qa) tthe, | 
定理 2.6 H r eA Hilbert 空间 ， TECK, RD, g 是 
A PUMA. Ri EO A A N = ker Cf"(9)) ,并且 
OSS OM EMAR MDA 6 + ORT, 
Vf WW -TES IE 更 ,以 及 从 N 的 4 GRUN WNA 
pERYA WR ' 
OCF) =,- BA) =, . 
f(D(e, ¥)) -5 (Pel -PAD +£G@) +9), 
其 中 (2 WGN aN vit P. E E (OY aE ES a 的 正 交 投 
way. a 
证 明 MAS F = NON, 17 Os, b eH NE SN. 上 的 
霍 点 。 并 分 解 =z-9，(2 yENxW, W 
£'(8,, 82) 一 日 
f Ou 0) a ACL(N+, N+) BAR, 
应 用 定理 2.5, TEACH URW aA eB EE et 
6 邻 域 上 定义 , BUA NY, EO idv i 
f(a) =f(e+y) f(A) tw +3 (:, OaE, E. 


令 vl, DELCA 

EER EO On) idr, MAPO 有 有 界 道 ， 这 合 导 出局 部 逆 
DP- XBW A$.) BART, A= Prf YIN, 
其 中 Py 表示 到 N+! HERR, Mt") 至 多 只 以 0 为 孤立 谱 
点 , 所 以 有 分 解 4 一 4.P; 一 4.P.， 其 中 也 ,分别 对 应 着 4 的 正 、 
负 详 对 应 的 不 变 于 空间 的 投影 ， 4, 都 是 正定 的 算 子 . WAERM. 


T= (AFP, AZP) +Py, jl Te - PREM, 令 多 一 天 "1 
即 得 os 
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ES, -EU FA +F P 2-1 Pa), > 
作为 一 个 特殊 情形 , 我 们 有 


定理 &.7(Merse 引 理 ) Rico, RY), OH EEO 
温 化 由 界 点 ， 划 必 存在 6 SSRIS ARAMA PE £, 使 得 
= CORRS fe EO) * 
EA 在 上 定理 中 v=}, EHER Re) Mi. 
32.2. EM 2.7 中 的 函数 fEO (2, PR) KE RD 
与 定理 2.4 一致, BUR Mee ECCE, RY), 关于 这 点 ; 请 看 NOH, 
Kuiper[Kul] H REAR [Ong], 
2.4 WERE | 
"ie a AT ak SE SKTE ey HAE I a R A 时 ， 
ARF SIH) E EPE BE He 
” 定 想 &.@ wico(s, RD) ,满足 P.S. 条件 ; Leo EER 
一 个 孤立 蝎 界 伯 ，Ko~ tei, +, 寺 都 是 非 退 化 临界 点 ; 则 Se>0; 
使 得 
foam UAC) Ur URCB™), (2.28) 
war ows 
t NaC") te- e) NAL B™) = (OB); (2.29) 
其 中 om, # s fy: Morse 指数 ， Bm 是 mu BERR, hy, BEM faut 
FL UPR MEAT, E NER EY (2) 的 极 大 负 不 变 子 空 dat 而 % 一 se 十 
te, Cars a) CBX EN BRNO) Me, tmh, et, 
证明， 我 们 来 构 作 一 系列 形变 收缩 | 
1° .由 第 三 章 定理 1.6 有 形变 收缩 fire 
a We Ke 了 中 心 在 te 3>0 nt at Ble 5), A 


Bia, 8) VB, 8) = 0, ihj.. N= J Bees, 8), 3 0 应 用 


mee DOSE 1.4, FIBA, eA) CE IF BE, ) c 
(ENN) U fo», os 
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8° 上 述 5,>0 事先 可 以 取得 足够 小 , 以致 按 Morse 引 理 ， 在 
BC, 50 让 下 局 部 同 卡 十 标准 的 二 次 函数 ， 作 局 部 同 县 后 ,函数 
toto, Hp ymy (O E, SI TER: 


tw) -Po A (I+ Pyl) +e 


作 形 变 ， | 
| fr PaaX 世 | 全 一 2 Of. Li 
ag, yeo X yf, N BC, 3.) \fane | 


; 当 yefe, | 
ip y, = Py; ye (PP oy, i PD BA 的 正 交 投影 . Bilt, 
EBs, DD UR .~f,.U Bt! 
把 形变 ? SRB y 复合 起 来 就 得 至 所 要 Wat, i 一 1, 显 
然 , 如 此 构 作 的 加 ,…', 如 满足 (2.28) 与 (2.29). | 

42.3 定理 2.8 也 可 以 不 通过 Morse 引 理 ， wee 
BIG RE. BRR), 这 种 直接 方法 (小 Biei 
Kuiper [Kii]; RE fE 即 可 . 

注 2%.& 定理 2.8 表明 fo F É UME") UJ ened Beg gp 有 有 - 
相同 的 伦 型 ， 每 个 而 (Br 是 一 个 胞 腔 ，f+s 在 伦 型 上 是 te-: 粘 
合 上 有 穷 个 不 同 维 数 的 胞 腔 . 白 以 定理 2.8- 也 称 为 胸腔 烙 合 定 
理 ， 

:… 2$2.5. By Hilbert-Riemann 流 形 上 每 Ava St WT BUTE iA 
WR, AKL RIESE RES, pria 
wm 2.8 Hy eh ae Se PE a HEP O? Hilbesi?-Riemann WIJE, t 

注 2.6 对 于 了 insler 流 形 上 的 Morse Mit, EZKE 难 在 
于 如 何 定义 非 退化 施 界 点 ， 因 为 在 Banachi 空 间 洛 主 ; BLE 
OKTAR E EEE E makk, TEREE) 
HARR ESP aI YE S ROT DL OLY DE HE R, 
请 看 Uhlenbeck[Uh1] , Tromba ‘le, 41, 3E 3 Be [Ch6]-: > | 

“FRALEY OE RN Leray—Schauder WE $% 
系 ， 因 其 证 明 较 复杂 , 我 们 满足 于 对 特殊 情形 贿 以 验证 而 把 一 般 :: 


276 Morso # jé 点 Hoy H ikaw 
Tae BY A, 2K AB DE Ch9] | 
EM 2.9 Wes, RAO WE P. SAH, REP (2) = 
a— Ps, Hep r 是 一 个 紧 映射 , 车 po HE Ea FO, 则 在 
FE po 的 一 个 邻 域 避 ,使 得 po 是 了 在 吕 上 的 叭 一 痢 界 点 满足 ， 
deglid— F, U, 8) = © (—1)trank Ol, po). 
二 由 


ALAM po JE f HAERA ARRE A T E H. 这 时 ， # 
F” Cpo) =id-- 2" ( po) HEA J, GR T (po R), WF MeT EE 
RA — FF te AT, i U t 
degíid—- T, U, 0) -deglid— T (yy), U, Wo) 
AREH 1.1, 又 有 
Of, p) = fp; 


即 得  deglid-T, U, 0)- > (一 Darank O,(f, po). 


42.7 25 4 BRIER, EA PRA Poincaié-Hopf $E 
H, 参看 Milnor{Mi2], ef Guillemin- Pollak[Gpl1]. Ede est ig 
定理 看 RothefRo3], 4E JEK [Ch9]. 


S3 几 个 临界 点 定理 


现在 我 们 要 把 上 一 节 的 Morse 理论 应 用 到 具体 问题 ， 本 千 所 
讨论 的 几 个 定理 只 是 这 种 弃 用 的 几 个 例子 ， 它 们 带 -一 定 的 普遍 
性 ,为 下 一 节 中 的 微分 方程 问题 应 用 Morse 理论 提供 框架 . 


3.1 一 个 三 临界 点 定理 
定理 3.1 设 主 是 Hilbert 空间 作 上 的 一 个 0 SEH i Be, 满 
Æ P. 8. REE, 并 且 是 下 半 有 界 的 . 义 设 了 有 一 个 韭 退 化 的 、 非 航 
AN RAAT be AU FP ck wos U EEDA = FRR, 
证 明 Ay TEACH, HAL PS. Seth, BEREG 1.3, 
它 必 有 一 个 临 办 点 是 最 全 值 点 2， emfa) inf fe), Rk 


H Ss he Sa 


ga) o SU i AL AGE BR 277. 
me APE B MARE OH. 并 Haf 设 mH T, 4 me 
(£o). 
以 下 用 反 证 法 : 倘若 这 个 te to Re 外, PRA REHAR. 
ia b=m-+1, wy) | 
(4 \ fy) NE =f 
MER °G, DER ote<im, MIA 
Chach, . e. 1y 
对 这 三 FAEN P, fis, f; 启用 Euler RER 8 可 加 性 Jv 应 有 
等 式 . a Ep 
, kh, 9 d= x(k, Etla, Ø). i% @. 2) 
RNAAR 个 数 ;  ， 4 g 
{D #Hete, DO A To, TD 2 
定理 2. LURE, o 


Hef., fess) ~Ou(t0, £) =] 


Jop j= index PE (20), 从 而 mm he 
i Ae, fers) = ioe Aye , 8. s 
多 在 fas 内 了 只 有 唯一 的 临界 点 总 从 而 


H, f.,,, Q) = On, D-H., Ø) 


Q, gop rr, E 
G, gtd, 


ore Q, ° %4¢=0;" 
oy Ae UD = lo, ere 
sent . i | | 
E o Easpa T GD 


e BR x (fy; 从 利用 流 : 


fw — b) df (wz) 
Ye a i tig) 一 : dat Ce) |# _ a POUR 
ge kO, uo) =E Hho, wo ta oa F 
我 们 可 以 作出 2” A f, WEERA 
u(t, to), W uo fy, l ooa E? 
cic w) -tw ieee o o a 


= -一 一 一 一. ,一 一 em 2 


ri ， Morse 至 论 耻 其 应 用 [第 五 车: 


一 i; p Srn pa a Si Q; “4 gel, 
AEO O HHO] wo zo 
RERA 多 A ap Ser, BT o 
zi, $) ~1. (3:5) 


这 与 等 式 (3.2), (3.3), (EAFA 
= #81 Æ dim HY <— +00, 3 H fla) +00 a- boy fca 的 博 
E, :这 个 结果 是 KpacHocexpexaii [Kra 2] 得 到 的 ， 同 样 的 结果 为 
Castto Lizer (CEI RR PU), (HALT RE BH Sy A 
同 . 本 定理 的 结论 与 证 明 都 是 作者 给 出 的 , IR ER CCS), 随后; 
Atotnin 沿 著 Kpacnocersckait :的 想法 , 用 8ray-Sbliauder 度 理 论 ， 
EPoidd—-K, Hp K 是 一 个 紧 算 子 的 情形 ， 证 明了 定 把 3.1 
[Ama2];: 号 薪 庆 [Qh6,,8] 在 把 Morse 理论 推广 到 Banach 空间 
( 流 形 ) 以 后 ， 招 这 定理 更 推广 Banach-Finsler fii, BAKA 
Be [Ohé, 8}. A | 
Pi 
3.2 PRAE oa 
Se ER 分数 的 外 
HR Te ' i 
Fe, ere 7 -o B8) 
的 解 ， 但 前 者 只 要 求 找到 r40 以 及 入 ER 或 CD) 使 (8.6) 成 立 ， 
而 后 者 出 还 要 求 了 解 解 ." 是 怎样 随 入 变化 的 .特别 地 , 如 果 已 知 
PO, N= VAER, (3.7) 
BAR: MEAO, do), 在 它 的 任意 一 个 邻 域 内 ， 方 程 (3.6) 都 
有 非 平凡 解 E, Y, pHi ROAR PERRI (A, ADRAD 
点 ， Te 
在 此 , 设 和- 是 个 Baaa 空间 ， F, Z xR EEH, 并 
#40} xR’ RARA H ERDER P. :还 假定 (3 .中 成 立 . 
HERRES, RAGE, WEFO, io AAA, WAE 
(8, Mo) A PRA, (3.6) AAP OQ) =F, 换 句 话 
说 , (0, do) AE SSE 因此 , 沟 了 (8, ho) 是 分 歧 点 , FLO, Ao) Wh 


a SS a Sa EEE 


$3] JLT ila FR E 279 
须 是 车 蜡 的 . | 

RT BA BOI Po BE, EA FEA. WS = 
F? AB, | 7 
(1—Aje-- y 


E 3 Ys Aj = 
(s, 9 A) Gay 


; 
则 FO, 0: a) =( i ) 到 0. 0; 1) =O, 


B9, O; 1) SIRF — Pap [ALY 
Gaes 
e+ (L—-Ajy =O 

利用 Leray-schauder PY 3 je, lipaeweceanerati [Kral] 3 xf 
Fo, A)=0—Alet+ He, a), He Te S ARREST 
H (s, ysol eji, MA Gath) EEE, TERT, 24 Ao té 
ly ape CAS GEARY, (8, Ao) 是 F 的 一 个 分 版 点 ， 一般 来 说 ， 背 数 
重 的 假 谱 是 不 能 省略 的 . 

然而 , 当 Z 是 一 个 Hilbert sii, LSE EECC, RI, 
m BOP SR 


F(a, y; A) -ee =y=0. 


Fis, A =f (a) Ag (3.8) 
却 有 更 强 的 结论 ， 
定理 8.2 设 全 是 一 个 Hilbert 空间 , FEC, R, f8) 
=6, HIE ho Æ E O RAAR, 了 N 立 本 征 值 ， 则 从， ADT 
#2 (3.8) 的 一 个 分 歧 点 . 
为 了 证 明 这 个 定理 , 我 们 先 把 方程 (8.8) 用 JanvnxoB-Sehmidt 
PEALE SHEL $ 
L=f"@, 五 (的 一 在 人) be, =h ho 
(3.8) 等 价 于 
(Lio a+ H (e) = ue, (3.9). 
因为 Im (L—-Aofl) =ker(L—Agt)*, 
& PEL wR, —ker(L—Acol) 的 正 交 投影 ,所 以 (3.9), LEH 


EE ee ee er rm rb 
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(LMT) tat (I—P)H (e+) =m, (8.10) 
H (m te) = pry, (3,11) 
Hp m = Por, ws 一 w 一 m1， 先 解 (3.10), 得 到 9 的 邻 域 Uix0a, E 


数 5>0, 以 及 gp: Vix (—8, 8) Us, E m= (a, 内 是 (3.10) 
的 解 ， 从 再 方 程 人 .9 BHP EMAAR. 

PH (mtel, &)) = pay, (3.12), 
因为 在 ker(L—Aot)+ E, 4 lels tt, D-yt+t wi Aa HR 
Bi, 从 而 | | 

[pien | —oClef), 
当 |ay|->0, 对 || 和 3 一致 (3.13) 
值得 注意 的 是 ; 方程 (3.12), BEA FHS 21 EAs 
数 J Euler 方程 ， 


Jau) -Euel a) -Clute p) 


=- wlul?+4 Le, p) — Llp gtp), 
其 中 w) € 24x (—4, 8), ii 
g(a) =£(@) 一 于 (To 2). 


在 证 明定 理 3.2 之 前 ， 我 们 讨论 Morse AS Rr Fe ESET BF AY 
WE AY BERS 

定理 3.3 RU BT 中 zo 的 一 个 闭 邻 域 , 又 设 po 是 满足 了. 
B. REM Ë, COU, RD 在 也 内 的 唯一 临界 点 ; 则 必 有 e> 0, 4 
EU, RIY, MEPS. RH, m Bhe—-flon<sh, R # po- 
还 是 g 的 在 VU 内 的 唯一 临界 点 ,就 有 

Mpo, F< Milo, 9, 人 一 0 1, 2, =, 
证 明 设 c=f(po), HO<M<sup{|f@)—e|!«eU}, 到 


sz 一 二 M., W [g~Llom<ce Bt 


[os 一 多 -as C fpe CË C Gys C frias. . 


观察 下 图 . 
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H gti (feta 3 f.) ->H afore, f) H aforas, foa) 
>H (Liss, fere) hay NY J Be 
Ha (Gers; f, s) 


H Eee, Poise) >da feres s- fy a) > H al geros, Fee) 
Htt, fege) an, / Baw 
ff aleras; Jo_ae) 
其 中 (E feao tesa, Bens), £: (Gorne, En-a) —> (fs,, 
To ae), Gu: (Sore; £3 > (Poros, Jone)» Ps, (goine, Goan) > {Oo gs, 
fo 而 B= fre, d= By oi, 出 本 Ho (forse, fete) =0, D A 
ot fona) =O, APL da 45 t1, SRA, 从 而 w, 与 cas 都 是 内 
记 hoya; Ha Pose, fe-ae)> Le Gorse, Jone), 于 是 ,克也 是 
内 射 ， 由 此 学 出 
Molpo, EMPpo, 9) g=0, Í, 2, oo, 
现在 转 问 
定理 3.2 的 证 明 RE. MAO, 名 不 是 如 .12); 的 分 歧 点 ， 
草 必 存在 (9, FE 2x SHARIA Ox (—3, 人， 使 得 
Ju, H we (-8,8), Lucu 上 只 有 一 个 临界 点 避 观察 函数 族 J a 
它们 在 0 上 显然 满足 P. 8. 条 件 , 并且 ed, E O ATE. 此 
外 , 当天 <0 时 ,0 是 vs SRNR, Meo OR, 8 是 J 的 
局 部 极 大 成。 因此 


0, g#0, 

MCG, J=, a MO, 
0, g#n, 

M0, J) =], 4 p>0, 
于 Git, 


WAH 3.38, Ma, Jo) 一 0, Ve, HE Brouwer 度 的 同 伦 个 变 
性 以 及 十 理 2. 由 


agg Morse HtA EMA [第 五 章 
deg (Ji, U, 的 一 degk 0,0) | |pl<s 
ar _ o à 
D (IM, J) =1 (w= —4). 
然而 , 由 定理 2.9, 
deg( Js, U, O= DS (-1)9M, (6, Jo) =0, 
g=U 


ETA IB. 

33.2 定理 3.3 是 Kpacnocerscenh 的 一 个 结果 的 改进 ， 参 
看 | 长 r1 .这 里 的 证 明 方 法 是 M. Berger [BeMJ] 给 出 的 。B5hme 
(Bol), Marino [Mai] 管用 初等 变 分 方法 给 出 这 个 定理 的 林 同 的 
WH, SA Rabinowitz[Ra9] . 

注 3.3 在 定理 3.3 的 假设 下 , Biba wa. 事实 上 ,下 
列 三 种 情形 必 有 一 种 发 生 ，; 

D ,起 不 是 方程 (3.096 的 一 个 孤立 解 . 
| (2) 存在 单 边 O- Sh A, 24 EAO, FEGE 
少 有 两 个 不 局 的 非 平凡 解 ， 

(3) FE 0 的 一 个 邻 域 工 GEI cD, FE.) 
至 少 有 一 个 非 0 HR, 

这 个 结果 是 Rabinowitz FRa9] FARRAR BEI, KAR 
FE [Ch9] 用 Morse 78 Sy TE AD BS, (TT AE A 

对 于 定理 3.,3 中 的 函数 f, 如 果 再 假定 它 是 偶 的 , MAE LR 
三 种 情形 前 分 类 中 ， 尔 论 还 能 加 强 , 使 得 在 一 0 的 左 、 右 邻 域内 
具有 多重 分 歧 解 , HABE Hon, 2A Fadell-Rabinowitzs[FR2]. 


88 渐 近 线性 方程 
再 假设 Z 是 一 个 Hilbert aa, BATES Lii RR 
性 自 伴 算 子 , 按照 它 的 谱 分 解 把 ZARA OZ-OZ o Esp 
KK, Ko FRM BG 4 的 正 、 负 . 零 诬 的 不 变 子 空间 ,并 用 Pa, 
P_, Po SWRI 24, 全- 与 全。 的 正 交 投 影 ， 
作 下 列 假设 
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(Ha) AX, 有 有 界 道 . 

(Ha) rAdim(®_@2 9) <, 

E GEOR, RPOARANAE RSH g). Wh, 3 
LoF {Gt Rt, H 

g(Pon)—> -oo H || Pole, 
PRB FE TFAA BM FE RR BY PR. 
f(a) =} (Ae, 2) +9(2). (3.14) 


定理 3.4 KER), G95 (92T, FEN AKA 


点 {P11 wae 
“oe indf"(p)>y t=1, 2, +, hy 


Wf Bebe bal PSR, 

证 明 “ 先 验证 上 满足 P.g. 条 件 。 因 其 与 第 三 章 定 理 4. 工 第 
1° BERIT HERE REY, 故 省 路 . 

2° 记 ea =inf{ lAs, || je] =1, sE}, We,>0, it m= 
sup {ly AEZ, R =->(m+ 1), 以 及 M= (LN Br) 


OF OF. 由 
(i (3), SH) = AT, pr) 一 (g (æ), a) 
>e w| mle] 
Whitt N 外 没有 临界 点 , FFA -P @) EON kaaga iy 
内 部 . 
EMN EWH Morse 理论， 首先 注意 


-4 Alje- r(e] +E) gPa) 
<f@) <4 ALR 
-4 o_|e.f?+m(o.|+By)+9(Pa), 
可 见 — F(@) > coer] Pj 对 ws 一 致 
WYO, daca 一下) > > 0 使 得 
(BN BRIO DIN Ba) Che 


284 . Morse 理论 及 其 应 用 [Re 
CORN Bx IDE _OF o)\ Ba) Chas. 

3° a emai hy, WP Ree tA A oH ARS O 

EEK, UR pHELs 于 是 按 第 三 章 定理 1.2, 有 强 形变 收缩 


* Ti; 于 一 > + 


ih TP aR IES A Ta: 
C2 BRI OU OB o)\ Br) 
(FN BRIO CB _OF 0) \ Bay, 
EMF: wand, -), 而 
i 当 ls-+ Pox [> Re, 
nb a) 4a, +t Rat Cle Poel), 
| 当 lo-+ Porl RB, 
W(t, ay E [0,1] xD, 
KEAMER, = ror 得 到 
了 是 T, il NBD OF BIN Br). 


HAM, fx HM, (HIN BOCK OF )\Bad 
mE OR 5, CF _ OF O Ba, YiCGinneth A) 
SEKE OZ À NBr OCL- OLY Br) COR) 
afe 8 一 人 

0, gy, 
4° Ye>0, >O Bip, 2) BU, 28) Hir]. $ 
a a fA 

(D fle) =f), 4 dist(e, p) > 28, =l, 0, $ 

(2) IE Eeee, Woe ®; 

(3) 是非 退化 的 , 并 满足 卫 . S. 条 件 ; 


(DE iaa LJB Cp, 5) 内 ， 


3x FEY mE SF: 上 先 取 
1, O<t<3, 
ptt) = {o i225, 
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Hp peor R)), WE O<v@) <i, POŠ, 
Af P.S. 条件 
Binf{ lt’ 26) Bm, 28)\B(p, 8)b>0 
act eS 


0< fa] <minf E El y= Max ja 十 23 (3.18) 


67 M, 
以 及 f° (c) ~f Ce) +Ù p(je—pil) (a, #), 
WD, QARBABR, RAH 


各 Ko) =f" (0) +X p(|o—pill) -a 
要 Ea i 
| +p (ls- BI), DoF 
所 以 当 wE Ú Bm, 25)\B(p, $8) 时 , 


IF (2) |>B—fal—2-[el-22=>0, (3.10) 


QE SEP AWLP. 8. 条件 ， 风 是 由 让 的 上 . 8; 条 件 以 及 
(8.16) Sth mY. 事实 上 , Flo} Po) AR, HH e), 我 们 
只 需 考 察 这 此 序列 在 菜 个 (pi, ARET. RE 
fw) =f (s) ta= Art+g (e)ta, 
RARER ©, UREA ™ | 
PREM a, 使 得 名 是 Morse 函数 ， 注意 到 如 (oo) 
二 9， 必 有 个 (zo) 一 一 4。， 然 而 由 Bard-Smale 定理 ， 对 一 个 第 二 纲 
集 上 的 4 都 对 应 着 非 退 化 的 mo, B E” eo) 有 有 界 道 . 又 因为 对 于 入 
的 临界 点 eu， RLA Fe” (wo) = =f (wo). 所 以 对 于 一 个 第 二 网 集 十 
a, EREGI 这 样 的 钨 辑 满足 所要 的 一 切 条 件 ， 记 作 笠 
O 5° HR se>0 足够 修 ,以致 和 rz， 从 而 由 第 3° 段 的 结果 
f q= Y: 


AM, În) =f" gty 


— ete 
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选择 O>O fe wey, 以 臻 
ind?” (2) >y Yee 全 的 临界 点 ， 
出 此 推出 
Oleo, E20 0<g<y, Yro, 的 临界 点 . 
现在 对 f # fa, +00) 上 应 用 Morse RE st, HES HF 
B. RAR y T Moreo DER A 0, Wawel, 定理 得 
iE, : 
在 一 个 特殊 请 形 ， Lo— OM, CM 3.4 中 关于 y 的 有 界 性 候 
设 可 以 去 掉 。 | 
定理 3.5 设 fTEO2s(2 ,RD， 又 设 存在 有 界 自 伴 线 福 算 子 4， 
AMAR, HHH AMRARTET SH 全- 是 有 穷 维 的 。 又 设 
g) =f) (Ae, a) 
有 紧 的 导数 Y o), WE: 
lg’ (a) f—o(fe]) 4 jej, 
GRE L AMR pdt 适合 
ind f"(p) >dim#_ i=l, =, s$, 
则 f 至 少 有 下 十 个 临界 点 : pS 
TEMEA S.A 的 仅 有 差别 在 于 9 的 有 界 性 被 去 ET, 
但 dim 2o =0, 我 们 需要 … 
513.1 假设 定理 3.5 ee 则 必 有 正 数 R< Re 
MER p EOR, DEE 
Li Qat 


| ro (8.117) 
使 得 
Oo, ipg i, 2) +01 9@, (3.18) 
WE oO El, Vee Ba\ Be. (8.19) 


先 承 认 这 个 引 理 , 往 证 征 理 3.5. 
定理 8.65 的 证 明 ”注意 到 ; WR, REX, 


$3] Jii ie Fa ERE 257 
G) £5 f Ae AR, 
(2) Ë HER 3.4 bf wea, RT Ë) -Ae H Be 
不 被 满足 ， 然 而 这 算 子 的 紧 性 只 在 验证 P. 3 条件 时 用 到 .。 我 们 
来 直接 验证 于 的 了 . S. 条 件 , ARIAZ, Ep, We Am 
的 有 界 性 , 以 及 不 等 式 (3.19), 推 得 {ws}? 除去 有 穷 个 点 外 包含 在 
Ba, 内 .再 由 的 紧 性 , 空 得 mm BF IM, i 
WER. | a 
引 理 3.1 的 证 明 Gesi [At] BE I> ORE 
Ig @i<elel 5 leo, 
再 由 假设 , 又 有 对 ,>0 使 得 
上 ee 二 型 ， YeE 妈 
应 用 中 值 不 等 式 , 得 
jg) |<ela}?+-M|2] +- OL 
Hh 9 laa Ry max{ Ho, 4 (4m.+3) 网 
A=maxt{l, lg) |} Ry, 
HA pEORW(RY, RY, O< pC) <1, 满足 ， 


<0, 
i) = 全 
ed) G, i>i, 


ULB max,| y(t) <p. ER 
pO) p(s) 
以 及 Re BAd, NOREGI, AE E 
irw) fanti of (Eei 
=A} el ~ Cle + a) 


~ 2 (elel? + Mele + |g) |) 
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~ (Mer gp eM oe JAGODE 
=g lje — ca +2) 21, 
当 2€ Ba\ Be, 这 是 因为 +e <2, 从 而 (3.19) 成 立 ， 
推论 3.1 Roc, R). TEEB SO PRA RE An, 使 得 
g(2)=£(2) ~ 5 (Ann, w) 满 足 : 


Ip (@l=—OCla}) 当 es， 
又 设 吕 是 芋 的 一 个 临 愉 点 ,具有 条 件 : 
ind( A.) E [m?, m+n], 

He mt = ind £” (0), iil mo=dim ker f” (6); 出 ff 至 少 还 有 一 个 
AE O RG SRR, 

WEBA 3 ind(é4.)< mi 时 ， 这 是 定理 SSHRC. Si 
ind (A..}> m? +m 了 时 ,因为 

ind(— As) =n—ind (A..)<n— (mi+mg) | 
=ind(—f" (0), E 

对 一 在 应 用 定理 3.5 即 得 结论 . 

$3.4 推论 3. 芋 首先 由 上 mann Zehnder fAZl| ee), 用 的 
证 法 是 Conley 指标 理论 [Con1j， 张 蒜 庆 [COb5 在 多 一 Rn" 时 将 其 
推广 到 定理 3.5 的 形式 ， 诈 明 依 天 于 带 一 般 边 看 条 件 的 Morse 不 
fest) Ba, SUBSE (Lindl) Ea) 2 一 =R" 时 的 定理 3.4 的 形式 ， 
这 里 给 出 苑 定理 3.4, 8.5 是 张 蕉 庆 [Oh8] 中 的 结果 ， E 


3.4 一 个 极 小 极 大 定理 

在 $1 中， 我 们 通过 哮 数 ， 用 . BLAME TIE RAHA 
数 , WERNER REA TR. 

mE XC 是 一 个 拓扑 空间 , G jee Abelit, o 是 去 上 的 一 个 
a o-#, c= Dao, REG, co BAH BB, RIK U Imc, 
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AoW ER GEA lol, EPE, Pasha CK, 了 ) 上 的 奇异 
相对 g 链 , HHA WE abe MO 
iM ji— +} O? Finsler 流 形 ，f EO'(CM，R") WH P.B. 条 

{F. XE a<b 是 它 的 正则 值 ; FEUR ae fe) N TRF 
WA. id 

F= {|F| |o EZ, fas a), oE tl}, i 

_ Bo {7 2D EE | 7 一 雪上 

则 多 关于 二 FARR By, 从 而 由 极 小 被 大 原理 ， 

过 让 sup f(s) (第 四 章 定 理 1.5) 


oé[#] FE 

是 f 的 临界 值 ,满足 oc€ (0, b], 
定义 3.1 设 ( 了 ,了 卫 ) 蚌 一 个 拓扑 空间 对 , 两 个 非 平凡 的 奇 

异 相对 同调 类 [24], [ee] CACC), Aa FRR, Joe AX), 
dima >O fifi _ o | 
| = kekno, 
IU 6 [za] wF [z1], i fF Le) < [sj 
“定理 3.6 RECOM, RY, WE P.S. 条件 , 而 好 是 一 个 
O-Finsler HIE. Xit a<b 是 了 的 两 个 正则 值 ， 并 上 且 在 fa, b] 
ERAMA. 车 有 非 平 凡 的 [z], [za] €H hi, fa)» ae 
四 < 加 a | 

a= inf ‘sup f(s) ¢=1, 2 


a, Efe) we lz;! 
都 是 工 的 临界 值 ,并 满足 cacat, 

证 明 RA) REED or< BRET. 

Rik. HF e=, 刚 Ye>0O, 有 Za E [zsj 司 得 | za| 一世 + 
国 为 区: 权 由 孤立 临界 点 组 成 , 记 以 可 以 选择 六 的 两 个 可 收缩 的 
ap ing NEN, 

选择 上 和 链 Ew， 使 其 支 集 在 RV 内 . BAAN ETR, 
而 dim wo>0， 毛 以 这 样 的 各 是 可 以 找到 的 。 PA Za 使 za= 244s 
za, 其 中 Izay" 而 Jz CEN. A> 2, = za o~=23a,: NY. 

EANES PATA 


-= es PS eere h a m L a wea 
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Apa sy He, TEE 7, f.:.\N—->f,_., nw ad, ae 

T: |z| Cs. 48 721) © [2]. 这 与 定义 emo FJA. | 
| ‘Hie 3.2 在 定理 3 6 的 假设 下 , BA m 个 非 平凡 的 奇异 相 

对 同调 类 [9] Tend Ch, fa), 4 al E aee ‘< Eem]; 
WIERA m 个 不 同 的 临界 点 

推论 3.3 HTEO, RY, WEP. 8. RE, EFENA 

, EHM EA OP Finsler mE; Wf 至 少 有 cuplongth(M) 
apart | 

证 明 HERREN on, +, OnE HM), dima,>0, 
¢—1, «+, m, Œ oa, U --- Vo, £9, ix om —cuplength (MH), . :于 
Fe Fi Las) E H.M). Ee 

oo} Eig; Pate Umt AO, 
& Ez 一 [a Nox, t=l, s,m, 
179 Fl m+1 个 非 平 凡 的 奇异 同调 类 [so 可 < [n] 过-… < Peal, Re 
a=ini{f@)jreM}, Ti b BBA, UR, +, Lema] He fa 内 是 
EPA, PRE A E fe, 四 上 只 有 孤立 的 临界 点 ， 于 是 
由 推论 3， 2 立 得 结论 . | 
#388 比较 推论 3. 3 与 定 是 二， 1 以 及 第 四 人 章 定 理 1. 4,7 可 见 

推论 3.3 可 以 看 或 是 JerepfHE-IHIEapaetrMat 重 数 定理 的 另 一 种 
EA. 


, $4 对 微分 方程 的 应 用 


Seamer § SLA ee Y E BLE HR 3 3 
EPs. | 
LI =meenen- 

Wl HOAR HARK, ARERR, ARTA 
方程 ， i 


Tia 
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全 de= glu) rE, 


| 50 一 站 


(A) 
其 中 9 WE, | 
(D gEORY, 90) =, | ， 
Bl O|Kertealt|*4, ac Dts nes, 
(8) aoa [poenae B, Dapa, B ELE 


4) Rel Aimi, 和， oo}, AKA ， 存 在 
mæl HFS. Ae 一 7 (0) < 和 m+1， 
定理 4.1 ERED ~ (4) 之 下 , AR (4.1) EH 有 三 个 不 局 
的 解 ， 
证 明 RL HHKQ)UR 
J(u) =| 2" —@ ay, 
WOSQMeT EOT, RÀ, OAS I EHR, 
J) =- 3 )[ va: Bmes(o), (4.2) 


和 


CIT” (yu, v) -| (Tu: To— g (u-v) 
= ((id— Kg’ (0))u, 2), 
其 中 五 一 (一 内 一 Witt 2 oe J BPE RED PEEM, 
RAA Morse 指数 的 临界 点 . 
剩 下 只 需 验 证 P.S. 条 件 . 因为 有 (4. 2), BR DL Iu) aR, 
A UEH H-A R, AT A SA 9) n ERR 
TW Kogula), 
m Keg 是 HQ) EBEERR T. 即 得 ww AE. BE, MAGE 
理 3.1 立 得 结论 。 a 
$4.1 三 解 定 更 (定理 3.1), 还 兽 被 应 用 到 许多 其 它 类 型 的 
问题 上 去 。 SARK b5}, Castro Lazer (OL1] AK AR, 
Ree ZR ICWLI], 前 二 篇 是 车 Hamilton 组 周期 解 以 及 


其 它 非 线性 形式 的 糊 圆 边 值 问题 的 应 用 ， 而 后 一 篇 则 将 这 定理 应 
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用 到 渐 近 线性 波 方程 的 多 重 周 期 解 问题 . 对 于 Banach 空间 上 的 三 
镍 定理 在 拟 线性 椭 回 边 值 问题 中 的 应 用 , TK EE CCE) | 


旬 吕 ”鞍点 约 化 与 渐 近 线性 算 子 方程 
B Z EA Hiber g A, LEA ERA EART, 
Wr LB-FT, BIS PEON, Reo =F, # 
Fw BE, 
(A) IA a, BEo(L), MR oh) N [e, BARA AS 
Ay i SF AR EL, 其 中 oh) Fe 七 的 谱 集 ， 
alju- ol CF -—F(e), w— v) 
<Biu—vl? Vu, ve, 
设 { 吾 是 4 PHD, > 
| & a 
Pa p= | 到 4°= | a i 
KPZ), = PCH), 
UR R-{" (aay "am, 8-[ -0 fap, 
P= j (4—a) 2d Hy, . 
BARENE Tum Fu) 8) 


SURGE AAR F AURE E O A IAE, i 
(ue, un to) L (late? + [olte 
+ By( Ru Su, + Two), (4 4) 
tlt (ug u, we) CEPOL OL AL, tit | Fk 
Bolu) = D(a) ~ Suh 


事实 上 ， ee (ui. wl, up) tk (4. 4) HORE, 则 
由 本 二 二 


便 基 人 .3) 的 解 - 


$ 4]- 对 微分 方程 的 应 用 9a 
图 定 o, È E Ca, 2 的 一 个 凸 - 凹 函 数 , 放 用 Amanpn AR 
HETARA Amann [Ami] ), 我 们 可 以 把 求 2 EZE f kg 
FR Ve) BRAGA AAR 2? EZE 
gue) ~ Flu, (uo), w- o), to) 
的 临界 太 问 题 ， 其 中 人 wy (uo), u _ (Ue) EAE 国定 时 ， i- py 
BH fu, vu, vo) FRA, 即 
F(u,, w. (uo), Uo) g (uo) SE Cu (uo), we, w), 
Yie OEZ DOL DOT., 
& 2— Tuo, Z-T", BK 
| “alae Ru. (Po 2) + Be, (Ps), 
u(z)=2+u(z); 
F284 4) RP FREE 
a(2) = ~g Ga) =} Tue), ulej) 一 (ule) 


的 临界 点 问题 BENS, 我 们 有 : 
eas) — FU), (4.5) 
为 了 应 用 Morse 理论 , 我们 应 要 求 aC O7( 2°, RD, FRR 
要 进一步 的 假设 ， 
(R) (i) 存在 对 称 有 界 算 子 FP'(w), 它 是 F (号 的 Gateaux 导 
a 
(ii) 召 是 一 个 实 Banach 空间 , 使 得 
| FB 
的 内 射 是 连续 的 ， 并 且 
fa a PEO, 2S, PY. 
(iii) Poco, B), i 
在 这 假设 下 , Amann-Zehnder 证 明了 总 EC 2 RY, #E 
a” (2) = [L-E OA) (2). 4-6) 
Bah, ule), vie) 以 及 wz (2) 都 是 C* oR. : 
因 Amann-Zehnder KEHREN. PARR, MAR 
BORE HS, ELEN | 有 兴趣 的 读者 请 直接 去 看 起 mann-Zehnder 
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tazi. | | 

341 EBRA), (F), REF, RAH ARIF 
“使 得 
(F.) (D) PF Pp, o 
Gi) APU) Fl oil) 4 fujo, 
(i) OF eL—Fa)s oe 


(1) ve) odlal) 4 | 2|>00, 
(2) BR a(z) = Zn), u(z)) -PUEMA 一 次 的 ， 
bi D- Fals H HANEP, 即 
le L— Fayel molp. hefe |. 
证 明 ”由 直接 计算 可 得 
CoO Weel CONS (4.7) 
BA P Ep oP, ERR, BEL a i B 
(L— E= UP) PW) TE. 
YVe>O, 及 >0, 丁 得 . 
fo (OISE ES [F U) 一 -F aefa) h 
OE eO elt o@) 4 tel >R, 
Hh O= | Fo) 4B, ae 
lo) | =o( fz] 当 J2|—s00, 
AAS (4.5) 5 (4.7) : yo tk 
| 一 十 一 Fal He PP (ule) ~ q- Fadal 
|E le) 一 Faol o 
ao | 用 | 
3 i o oC 当 lero, 
引 理 4.2 在 (4),《F) 与 (BR) 的 想 设 下 , 设 了 (9) 一 9. 
i a HH OTELL, A) A, E P, P- ABE BE, 并 且 
mTN B DT 


“4 4 
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y alz) <5 1 en ‘03)s, 2) +0([z ID, 42004 Z. 


(2) saos ELX, Z) Rt, ER P, Pt 都 交换 ， 满足 :， 
Bain POKOE CD N la, BD) | 


MO a> KEO DHD BOF 
证 明 HEN RR AER. 


mY. pot DoR qae) L — gf ie) » l i 
—f(0, P-o(z), TIS) yee | 


SUA TES, hawt, (ProD EAD 
ae TPP OOM). o 

由 设 FO) 8, Baws $0) 一 0， 利用 分 部 积分 公式 ， 
BQ) = gr Or Dj, Pua) POM ga 

再 由 中 值 定理 ， a : 
lo@ -去 (ze peL apr POMA 
wer. an Pole) +2, 由 假设 (CR) 以及?(9) 一 0 推出. 
i oe BO) +2) <FH OPW +2), Pro(e)+#) 
h MOOR | 


yee, 是 因为 "E01 LOE) HW 
ilok Belo 


进而 得 到 | Eas 
— OLU- Oe. g)+o(l2l) 


EL-00)9, 9) tollel) 
—1((L-O5)P ole), Pol) 


ten, FL Ode, 2) +0(121), 
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"z8, 取 = a_—Min{o(h)f [em, Al}, 
bil i atO, 
有 从 而 有 


((L—O5)P- ole), Poea UE- IP», P-v) <0, 
即 得 - LEU Ore, tolaj) Herd, 
同 理 证 明 第 (2) 个 结论 . mes 
对 于 任意 对 称 年 话 B, 我 们 用 m (B) RiP CHIE / TETE 
子 空间 的 维 数 ，: 
4.2 ERRA), (O, RASE F, ZRF) = 
8, UATR Z: 
(a) 3.0: AA BHE, 5P, P- 都 交换 ， WE. 
min{o(L) N fa, BIS <Os F" D, 
UR © © m (b-0;ld >m (L-F. Ja} 
(b) 3 OF ER ATE, 5 P, Pt RER, Ere oroia 
ua o P'O Oi max{otD N le B17 
以 及 | mt (LE O§ | 2) >m* (L— Fin | 
则 方程 (4: 3 引 至 少 有 一 个 非 D 解 . ~ 
证 明 -: 我 们 已 经 把 这 问题 化 归 为 有 穷 维 空间 2 上 渗 数 a) 
的 非 8 临 界 点 的 存在 性 问题 了 .. 并 且 已 知 acO(Z, RY, EEM 
近 二 次 的 , 及 研一 如 ?|s 为 渐 近 短 阵 ， 此 处 还 知道 ; 卫 一 了 |s AM, 
由 引 理 4.2, SE (a) eM. 在 如 的 一 个 到 (2 “Os | 四 维 子 
空间 2- 上 ,a”( 从 是 负 定 的 ， 从 而 | 
m (a (0)) em (L Oz ld >m (L— F. Bie 
同 理 , tt (bo) BM £6 ZW) nL O8 | a) BF EN Z E, 
a” (人 是 正定 的 , 从 而 
mta (ym L— Of Idomi- F. a). 
m (L-- F,..|z) = dim Z m (b= Felz) 
 rdimZ—mt(a@"®) 
=m” (a (O)) +dim ker a” (8), 


as 


这 时 ， 
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联合 这 两 种 情形 a) 或 (b2, 得 到 

mL— Fla)F [tm (a (YY, ma la” ) + dimer a (8), 
应 用 定 起 .5 的 推论 3.1 Mie. | 


4.3 SiR MD BAe 
He ACR BPR, AER 2A, 
LER fj Q ies C PR Me, nk 


BER Ro CORE p 
| Mims eD tek, SeCQ—-M 《4.9) 
anes | | 
| dum fle, ule). sca, (4.10) 

ul; o=0. a oe E , 


4 WR P= EQ), L=——4, DD) =E DONAHA): P, ue 
fe, way). 0 OO 

Xf RCA) BA 一 4 是 自 伴 的 , REAR, | 而 县 每 个 本 ， 
(MARA AA Et. PURE a, gge E a< É, oDN 
bz, RES ARS RIA, 

KF RHC). FRE G.S), | 

fw, OSI, 0) | +0) 8I, 

PLI F, FAQ) > C) TEE SES, 学 令 


He, -f flo, Oat 
WE oo otula) =| e, uais, 


控 第 一 章 85.3 OB A LEATA, m H D =F 
现在 取 a 必 一 口 8>0, fife BoA). BIRR I: Vis 
vE), 
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aeos f, Min | 3 Se, 0 Jace) wt) 
<J LF, we) 一 /le (@))1 (ula) ~ ola) 


<| Max | |- fe, jea. 5 
co Iji. . 
AF A(R) 直接 计算 ， 可 见 F 有 Gateanz 导数 ， 它 是 一 
TREAT: 


a (wr, Dean 


Puyo 2 Jw, uw) jo), 


ESE AE (4.8), FORI DO) LMA AR. 
”到 Banach 空间 B—O(Q), 因为 2 是 一 4 的 在 区 间 [a, B] 内 
的 有 穷 个 本 征 秆 对 应 的 本 征 函 数 张 成 的 有 窃 维 空间 ， 而 这 些 本 征 
函数 又 都 是 万 上 的 光滑 通 数 ,所 以 显然 有 下 列 内 射 的 连续 性 : 
| i > E> 
还 有 Vuln, wE), 
[E (uz) 一 E” (ita) | era 
<hi e wei Me, D], 
所 以 P'|a€CCH, WE, BY) | | 
月 证 P*v€ OZ, B). 事先 我 们 已 经 知道 v EO(Z, 2), 并 
H Pto REFIRE: 
EP*y (2) =P*F(ul)), 
利用 五 = —A th D iiH, 1<p<oo, 
[Ptol — P*v (go) | wy Cy P* F (ule) ) ~ Puts) [as 
Vz, EZ, Hip 0; 是 一 个 常数 。 如 今 FP’, P 者 是 有 穷 维 算 子 ， 
从 而 Pt 是 DP 到 自身 的 有 界 算 子 , 于 是 有 常数 O, Us 等 ,使 得 
| P*a (2) — Pto (eo) fw | 
Os) (uE — F ulo ze Cp lulz) uo bar | 
mo <O%(| Pte (2) — Pt (zo) | ret ze — zol 
tiP-w (2 Pvt) 1), a 


3 
eh 
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Ve, EZ, | : 
p=? 出 发 ， BREID, 可 以 达到 
| Pte) 一 征明 (20) led 
<M (ole) ~ oo) feat [e— follz), 
Ve, C4, Hh M 是 一 个 常数 . 

这 就 验证 了 条 件 (E)， 

最 后 验证 条 件 (F-) . WER Focht ARE: 1 了 (Cw) 一 
Aawi moku) 当 he>, BEE, 由 假设 (4. P), y ye>0, 3 使 
得 
a | f(@, 1) —A t| <li] +0,, 

从 而 : | 上 (Ko wE — aCe) [a [ul ia-+ C, meo F: mo 
RN >Ž O, mes (a)?, 则 当 ez>> 交 时 ， OO 
E s, | P(e) — Atel] <i 2e fl sa, 

SeERNE RWI 定理 4.2 WFR Sl 7 

定理 和 .3 US REE), G. 9) 以 及 fle, 0) =0 RE 
Shoo (A) 以 及 a 六 0 使 得 | 

2 fe, 0) <i 8 过 No 过 入 或 2 fe, 0) 这 ho se> Tome 
(4, 11) 
WAE. 1082 有 一 个 非 零 解 

注 @.2 定理 和 .2 还 可 以 应 用 于 浙 近 线 性 波 方程 和 渐 近 二 -次 
Hamilton 41 KS A, BPRS EH 4:3 aR, T R, 
Amann- Zahnder[AZ1] , 

if 4. 3 fem 4. 3 中 , 我 们 假设 (4. 9) HH FAY Aa Eat A), #8 | 
而 当 %Ea( 一 小 时 ， 具 要 再 添加 上 第 三 ew 41 中 的 
Landesman-Lazer 型 条 忻 ， 也 能 得 到 非 平凡 多 ‘应 用 定理 3.4 参 
AIK AER [Oh8]). 


4. 4 Arnold rR | : 
ILV. Arnold 曾 狂 测 ， 环 面 zo kenrg St 


wee - ee a raaa amaaa 


300 Morse 理论 及 其 应 用 (Hae 
EMA LIS TE EA J ER A Be (参看 Earl 
EA72]). 

MERER, Bp PT 是 一 个 微分 同 胚 (2, y) = 
@+f@, y), ¥+9@, 9), @ WET, S, 9 BRINE, 称 
其 为 站 里 射 ,是 指 Jacobi 行列 式 det 7+ FL Boy 称 其 (本 
A PERR Bie | fef gmo, 


这 个 阅 题 可 以 等 价 地 化 归 为 寻求 下 列 Hamilton 组 的 周期 * 
的 个 数 问 题 ! 和 参看 Conley-Zehnder 107221). 
z= JHC, 2), (4.12) 
Hp HOO xl), RHR, HCO, 2a] xR"), 但 对 变量 名 
c, y 都 是 2o JRH AY, 
在 这 一 段 , RIA, 
定理 生 .和 i H E€ CCL, ar) xR") 关 杆 每 个 变量 都 是 2 一 
Fal SAB, H) Hamilton 组 
IH 2) | (4.18) 
至 少 有 2% 十 1 个 不 同 的 Soe J R. 又 车 C1 (4.13) 的 所 有 2w- 
周期 解 都 是 非 退 化 的 , WEDA 2 TR BY -AR 
在 这 里 一 个 2w- 周 期 解 称 为 是 非 退 化 的 ， 是 指 它 没有 等 于 1 
的 Floquet ÆF, | ce 
AT CAA 4:4, RNR.) ER S 4.2 中 的 算 子 方 
E, SABAPHARLAAAF BAR BY = E R 
L=—J-S, DD) = BS, R), 这 里 的 符号 参看 第 一 章 8 6， š, 
以 及 F, nH! G, 30)). BRA FP-O, 
dtf" H(t, zdi, 


按 第 一 章 86.3, LAERA, Kiba, BEER MAL 
又 因为 H 关于 每 个 变量 都 是 25 周期 的 ,所 以 Vie 多 2)| BAA 
Hi, BACONEN. WA | 
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(E G, wW —- A, 2), u—v)|<Olu—-ol? Vu, ves, 
因此 , 不妨 设 O> 0 不 是 整数 , ae 一 以 B=C, eH) DRM. 
至 于 条 性 (RR), 通过 直接 计算 ， FIL F H Gateaux 导数 ， Est 
—— 4 8 ph a EE BF, 
F Gws Hi, 0) wE, 
FAP OB? 上 的 有 界 自 伴 算 子 . 
BR E=C0([0, 27], R), Z= © M(j), 其 中 MOEN 


应 于 本 征 值 9 A L BARTET EA CÈ Hn SI — aE 6.8). 


BRAERRA: 
:+ LZ» Ho 


Ne H EOS WEF e EFA, 多) 是 连续 的 ， 这 是 因为 
(Hilt, 一 At, v) [een | 
< sup | His G, MEDD, B Hia (i, v) f zakan Ree), 


还 要 证 明 ; P*vC OZ, E) AWARE rE E, 
我 们 只 要 再 利用 方程 
LP 一 Pt (uG®)), 
它 等 价 于 
I- I) Pte(s) = P* oie) - F(u(z))} VEX, 

WE Pte (2) = (I~ 1) TP (oe) — F@@))1, 
Wh CAT — DIELT, DEE $6., WE We Proc 
OZ, E), 

由 条 件 (&J ，( 卫 及 (RER)， 我 们 把 求解 方程 (4.18) 化 归 为 求 有 
Seo sa] ZEW O? Re (2) AA, | | 


| a)i (Iug), u(z)) -J HG, u). 


BOBS -H OHOH- , 其 中 

H= @ MQ), H- Q MQ), Ho MO), 
AEA o (2) BT 4.7) Ee RRR Ee), ide 
gate te, HR eC Ha, oC Ao, hi F RT o MH n-A AR, 从 
而 v2) SEF ty 也是 ar 周期 和 的， 由 此 推出 a 关于 0 是 Qe 周期 


308 Mors RRR HEM [FER 
| 现在 ,， 我 们 可 以 把 a(x) 看 成 是 流 并 HOH. «a ERR 
Ar, e= (teta to) E Ha x H xpa, 

注意 到 ， 

(1) Lzo—0, 

(2) POL A A (4 站) parsa 
ie d= (255. zi) BMA o : 


IE, #0) -F000) -| HG, rto), 


HJ age, 20) = — P H(t, eto), 
这 里 P APZ BEX.. Ai dg 是 和 4->2 HERA, 
从 而 是 紧 映 射 ， 于 是 


a, a= (HE, E) +9, 2o) 


PLS. gia ATES., h 
HTE, DE a PSR, BAHAA 、 
| (7 ed c(h +21, 2D 8, 
E Dos Gi tel, go) =ð, 
tg. 是 有 界 的 , BH R >o, (iH a E NL CH, N Br) xH- 
xT 外 没有 临界 点 ,并且 —da 在 OM LB] BEAR, EA. 
[or co © |z |>, 
T MED 
WM § 3.8, 定理 3. 4 证明 中 第 2°, 3° 两 外 的 扒 理 ， WR, 存 
ETO 足够 天 以 及 R->0, 414 
ar Æ H, N Br) x (H-\Br) x To 的 形变 收缩 
HR, a mine GBA) X EAB Te 
HB: xf (H\ Be) xf") (Künneth) 
A ACH. Be) xT”, KHEN Be) x TWR). 
mH com) (Künneth), (4,14) 
Jip pedin HL, ARCA. Be) xH. aM, 
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HH = B(T, 
RARER O 
f; Har (M, ar) DDH gee M, a2) 
g=2n, +, 0, 我 们 可 以 构造 出 n+ AREAL AUT AR AO 


FAV laal < [Aue <~ < [ei], PRE, LIA Manger Mitr) 
中 的 生成 元 , BK on, sy wan E HI), ARER, o 
asl =I Me i=l, 25- 2n, 
即 为 所 求 、 
这 用 推论 3.2， 我 们 得 到 a 的 至 少 2n+1 个 不 同 的 临界 点 . 
如 果 # 还 是 一 个 Morse HH, HAH Morse AFAR, a 至 少 


有 
San, a) 
个 临界 点 ， 其 中 Ê: 是 Betti Ht. (4.14), 
Cy, b=, T “1 1, 十字 
i We ， ag = . . 7 
a { | 其余 处 


因此 < ESE > OP 2° 4 Fe Fe BY ME SPAR 


ek HEHE BA, 车 uo (2) 是 (4.18) 的 一 个 非 退 化 周期 解 Mi wo tt) 
fe 2 EER r 2 fo PAK RACE HG A ak. 
WEE, 由 定义 ,方程 
w(t) = JH, ow | €4.15) 
ERRER | 
ty ()=J HE, wl WO, 
W (0) =i, 
满足 t¢o(W (2r)). 
Se PP REE A E415) A a i, ok O¢-o(L- 
F'(ug)) HB BBE § 6.3 Pp L BIE BE AY WL L-E ato) RAR), 从 
iti (Le FP’ (ue) 有田. 
利用 等 式 (4.6)， 
a” (zo) =[L- 2 (u to) Jw Cro), 
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而 Wt{go) =z tuto), woe), 
其 中 EF, oo) EZI RHP O'GARA, Mette 的 
非 退 化 临界 点 . 

至 此 定理 生 .4 证 完 . 

”特别 ,地 当 %= 二 时, E AET Arnold 的 猜测 . 

$4.4 Arnold 猜测 是 最 近 为 Gonley-Zehnder [C42] 首先 
证 明 的 ， 他 们 用 到 较 多 的 关于 Conley 指标 [Oondj Ra. 这 里 
的 简化 证 明 是 作者 给 出 的 , W [Qh8j. 


评注 与 参考 文献 


关于 代数 拓 孙 的 准备 知识 取 自 Greenberg[Gr 1]5 Dold [Do I]. 

关于 Moree 理论 的 基本 内 容 有 一 本 极 好 的 参考 书 : J. Milnor Mi 1],$ 2 
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关于 Morse 理论 在 测 地 线 问题 中 的 应 用 的 详细 情 Hi ia Klingenberg 
[El 1], Schwartz[6eh 1]. 

基于 Morse EER B m 中 的 应 用 看 Morse, ‘Tompkins [Mir 13, 
Tromba{Tr. 2], 


$ 4] 对 微分 方程 的 应 用 805 


=F Morse 理论 在 Hamilton 组 方面 的 进一步 应 用 还 请 看 Conley- 
Zehnder[CZ 1] 

最 后 ， 我 们 要 提 到 Conley 关于 Mors MPM, 他 把 Morse 理论 推 
Ee Wh BE SQ) FR FERRE T Y Mors: ti We ee 
ConleyLCon 1 4]. 返 年 有 名 文献 常 引 用 他 的 结 深 。 


TE et 
Traa] 
4 2 T T 5 
- ae 
sti 
ity 
=t 
xF 1 
， 
E . r 
1 了 
> EAT 
LA 
k a4 
A fi gers 
一 Dr "ag 。 
a qr ™ . Ta ' . 
~ . ; 
加 =~ i = AI 
- T -AJ 
p : ~ 5 amj 
x FEAF} 
L ai = £ 


[EO1j 
(ECF 1] 
[Che 1] 
[ DE1] 
[h1] 
[Ch21 
E Ch3] 
[CH1] 
[ L1] 
[ Til ] 
[ Ad1] 
E Agi] 


{ADL 1] 


[ALP 1] 


[Amb 3} 


(AM 1] 


Cà. R 1] 
[Ama 1] 
[Ama 21 


[AZ] 


参考 文献 


See: 沁 沙 分 析 讲义 ,高 等 教育 出 版 守 (1958)。 oe 


KT EER GEM, AMA ANL, .上 RELATE (1970). 
Ekaia, 非 线 性 活 函 分 析 ; HATA Ro ett (1982). 
SEA, SMA ERE EE Dirichist PHS TRH, H 
国 科 学 , A (1989), 138~138, 
Se Bee, 带 间 断 非 线性 项 的 贿 呈 型 仿 微 分 方程 的 多 重 肇 , 中 国 科学 ，(I977) 
-一 -一 个 变化 的 山路 引 理 , 中 国 科 学 , A. (1983), 306317, 
一 一 变 分 方法 与 上 ,下 解 , PS, A. (1933), 318~326. 
Bi ie PR BEL FARR TEER ee i ee 
IURE: Fete AS RAs), rie (198s). 
HA F Mountain Pass 5/ FB, E}MA a P1983), 14, 893-535, 
R. A. Adams: fo5o'sy spaces, Acad. Press(197a). 
B. Agmon; Lectures om elliptic bo tndary value problems, Van Nostrand, 
(1965). 
B. Agmon, A. Douglise, Ly, Nirenbharg, Estimates near the boundary 
for solutions of elliptic partial differential equations satisfying general 
boundary conditions, Comm. Pure dpp. Math. I, 12(1959) , 623-~727, 
If, 17(1964) , 35~93. 
&. Abmad, A. C. Lazer, J. L- Paul; Elementary crifical point theory 
and perturbations of elliptic BVP at resonance. indiana Univ. Math. 
J, 35(1976), 933~844. 
A. Ambrosetti; Recent advances in the study of the existence of 
periodic orbits of Hamiltonian systems, Preprint SMS Triesta (1982). 
A. Ambrasatti, G. Mancini; On a theorem by Kieland and Lasry 
concerning the namber of periodic Hamiltonian trajectories, J. Dif. 
Fg. (1982). 
A. Ambrosetti, P. H. Rabinowite; Dual variational methods in critical 
point theory and applications, J, Funct. Anaal. 14(1973), 349.~381. 
H. Amann; Saddle pointe and multipla solutions of diferential 
equations, MZ. 169(1979}, 127-~166. 
H. Amann: A note on degree theary for gradient mappings, PAMS, 
84(1982), 591. 
H. Amann, WH. Zehnder; Nontrivial solutions for a class of nonresonance 
problems and applications to nonlinear diff. sq. Annali seuola norm. 
Pisa (1980). 


> + © mR S07 


[ARS] +—-: Maltiple periodic solutions for a classy of nonlinear: antobomous 
wave equations, Houston J. Math. (1980). 

[ AZ 3] -+—-; Pariolic soltitions tf asymptotic linear Hantiltonian aystems, 
Monuscripia, Math. as (1980), 149-189. . 

(Ariyj V. I Arnold; Mathematical methods of classical mechanics, Bpringer 
Verlag (1978). - 

+ Math. developments arising from Hilbert problems, Proci Symp. 
in Pure Math. AMS Vol XVIII. 1976. 

[Aud] Aubin: Wow :near analysis on manifolds, Springer Verlag (1982): 

[ BB i] >A: Bahrt B. Berestycki A perturbation method in critical point 
thecry and applications, TAH S, 267 (1981), 1-32. 

{ BB 2]. +--+: Bristence of forced. oscillations for nonlinear dif eq., Comm. 

oo Pure dopl, Math. (to appear). 

[BE3] ——: Forced vibration of superquadratic.. Hamiltonian ystems, Acta 

. «Haih. {tonppeary. a - - 

[Baril] V. Barba: Nonlinear semigroups: and. diff: eq. in Banach spaces, 


Nordhof (1976). > ' i; 
[BEF 1] P. Bartolo, V. Eenci, D. Fortunato; Abstract critical point theorems 


-r And applications to some nonlinear problems with “strong” TESOHANICO 
wt “pt infinity, Preprint (1981); i ” 
{Bon 1] V. Benci; Some critical point theorems and applications; Comm. Pure 
~.o App Hots. 391980), 147~172. - - 

[Ben 2] ——; A goometrical index for the group BY and sime applications to 
the study of: periodie solations. of ODE. Comm. Pure Appl. Meath, 24 
(1981) 393-432. 

[Pen 8] ——; On the ceritionl point theory for indefinite functionals :in the 
presence of symmetries, Preprint (1980). | 

[BR1] V. Penei, P. H,. Rabinowitz, Critical point theorems for indefinite 
functionals, inv. ‘Math. S307 , 241m373. 7 . : 

[BeH 1] H. Berestycki; Orbites periodiques ds systems conservatifs, Seminair. 
. Gonlacuic-MeyerSohwarts STV 1981~82. - - 

F BL 1] H. Berestrcki, J. M. Lasry; Existence of multiple periodic orbits For 
Hamiltonian systems on a starshaped energy surface, preprint (19823). 

[BoM 1] M. B. Barger; Nonlinearity ond functional analysii, Acad, Press. 
(1977). |! 

; On Riemannian Structures of Proseribed Ganasian curvature for 

‘eompact 2- manifolds. J. Diff. Geometry 5(1971} , 825332.: 
[ B51] BR. Béehme; Dis Lisungen der Verzweigungs gieichungen fur 
-e 4. néehtlingare Higonwert problems M,Z, 127(1972}. 105~126. fe 


[Ar. 2] 


[BaM 2]. 


wd 


t + x mR 


R. Bott; Lectures on Morse theory: Old and New, PAMS T(1982) 331 
~ dos, 1 

H. Brezis; Analyse fonctionnella, theorie et applications, Masson. 
(1982). . 


_=-—-3 OperateuTs mazimanzx monotones ét semigroupes nmonlinesires 


dans lee espaces de hilbert. North Holland Elsevier, (1973}. 
A, Hareux; Image d'une sommes d’opératenrs monotones st applications 
israll J. of Math, 23, (1976), 165~186. i 
H. Brésis, J. M. Coron, L. Nirenberg; Free vibration for a nonlinear 
wave equation and a theorem of P. Rabinowitz, Comm Pure Appl. 
Math. 33(1980) , 667~-584. 
H. Brezis, L. Nirenberg; Characterization of the ranges of ‘toms 
nonlinear operators and applications to BWP, dan. Sc. norm. Pisa. 
o(1978), 225—326. 
——--; Forced vibrations of a nonlinsar waye equation. Comm. Pure. 
Appl. Math. 31(1978), 1~30, i 

; Positive solutions of nonlinear elliptic equations involving 
oritical sobolav exponent, Comm. Pura Appl. Math. 1983, July. 
F. Browder; Existence theorems fer nonlinear PDE. Proc. Bymp. 
Pure. Math. 16 Global analysis fed. by 8. S. Chern} AMS (1970) 
1~60. .. . | i o 
——; Nonlinear eigenvalne problems and group invariance, Funct., 
Analy. related fielda, Springer (1976). 1~58, 

— Infinite dimensional manifolds and nonlinear elliptic eigonvalce 
problema, Annals of Math. 62(19565), 469-477. 


_ 77} Variational methods for nonlinear elliptic eigenvalue problems, 


BAMS 71(1968). 174183.. 

H. Cartan; Differential calculus, Hermann, Paris (1971). 

A. Castro; å two point BVP with jumping nonlinearitias, FAMS 19 
(1980), 207~213, . . 
A. Castro, A. ©. Lazer: Critical point theory and the. number of 
solutiens of a nonlinear Dirichlet problem HG di Mat. Farad ed 
Apel. (IV) 70(1978) , 113~137. a 

G. Cerami; Un criterio di esistenza per i punti critici so` variete 
illimitate, Rend. dell academia di ac. lombarda, 112 (1978), 333-335. 
E. C. Chang; Variational methods for nomilifferentiable functiónals 
and their application to PDE. J. Math. Anal. App!. 80(1981), 108~ 


428. . 


——-; Solutions of yymptotically linear operator squations via Moras 


[ Ch 6] 
[ Ch 73 
[e] 
[h9] 
[ChL 1] 


[OLD 1) 


[281] 


fowls 1] 


[CID IF 
[OIF 1] 


[CIF 2j 
[ 2E 1j 


(Cob 1] 
(orl ] 
[ Gon 1) 
[O41] 
[0223 


[Cor 1] 


[Cor 2] -~ 


E $ XR 


theory, Comm. Pure Appl. Math. 34(1981), 693-~713, 

——; Morse thaory on Sanath spaces and its applications, Chinese 
Annales of Math. (1983). 

———-; An extension on tha minimaz principle, Proc. Symp. DDs,, to 
appear. 

, Applications of homology theory to differential equations, MORT 
Porkeley, 64-83 (1983). 

——, Morse theory and its applications, Leciures on Séminatre de 


Mathematiques, Sapérisuras Univ. da Montréal (1983). 


E. O. Chang, G. CG. Liu; The existenca of infinie many solutions for 


. the semilinear wave equation, to appear. 


E. O. Chang, &. Li, G. O. Dong; A naw proof and an extension of 4 
theorem of P. H. Rabinowitz concerning nonlinear wave equations, 
Nonlinear Analysis (1983). 
E. C. Chang, L. Sanchez; Nontrivial periodic solutiona of a nonlinear 
beam aquation, Math. Methods in Appl. Sei (1982). 
E. C. Chang, E. FP. Wu, 8. Li; Multiple periodic solutions for an 
asymptotically linear wave equation, Indiana. Univ. Math. J. 31 
(1982), 721~731. 
D. C. Clark: A variant of Ljustornik-Schnirelman theory, fad. Univ, 
Math. J. 22(1972), 65~—74, 
F..H. Clarke; A new approach to Lagrange mulipliers, Math. Oper. 
Bes. 1(1976), 165-174. 
——+ Periodic solutions to Hamiltcnian inclusions, J. Dif. q.(1978). 
F. H. Clarks, i. Ekeland; Hamilton trajectories having preseribed 
minimal period, Comm. Pure Appi. Math. 33(1980) 103~116, 
CL V. Coffman; A minimum-minimaz principle for a class of nonlinear 
integnal equations, J. T Analyse Math. 22 (1969), 391-~419. 
E. Connor, E. EB. Floyd; Fixed point feos invelntions and eqnivariant 
maps, ALARMS, 66(1960), 416~4d41. 
O. Conley; Isolated invariant seta. and the Morea index. Mem AMS 
(1978). 
C. Conley, E. Zehnder; Morse type index theory for flows and periodic 
solutions for Hamiltonian equations (to appear). 

— + The Birkhoff Lewis fixed point theorem and a conjecture of Y. T, 
Arnold, Invet. Math. 73 (1983), 33~49. 
J. M. Coron: Resolution de equation Aut Bu—f ov A est linpameat B 
dérive d'un potentiel convex, Ann. Fac. Bc. Tonlons (to appear). 
Periodia solutions of a nonlinear - wave, equation without 


516 参考 文献 


assumption of monotonicity, Math. Annalen 262 (1983)273~285. 

[ Cro 1] J. Cronin; Pred points and topological degree in nonlinear analysis, 
AMS, Providence, (1964}. 

[Dit 1] F. Licndonne, Foundations of modern analysis, Vol, I. Acad. Press, 
(1969) {中 译本 , ARAETT AEA. Site, 1982), 

C Del J Dold: Lsituras on algabrow topology, Springer Varlag (1980). 

[Pug 1] J. Duguadji; An crtension of Tietze's theorem, Pacif. J. Math. 1 

>- > (1951), 353367. 

[D41] J. Dugundji, A. Granas; Fimed point theory, Vol, 1. Moncgrañe Mata. 

' Warszawa. (1982) 

[EK 1] I. Ekeland; Non-convex minimization problems. RAMS 1(1970), 443-— 

.| a t |. i : | 

{ Ek 39] 一 一 PeridAic solutiona of Hamiltonian equations and a theorem of P. 
Rabinowita, J. Dif. Hq. 3401979), 529-~534. 

[ELE] 2: @kelavl, J. M. Lasry;-On the number of periodic trajectories for a 
Hamiltonian flow on'a conyex energy aurfaca, Annals of Math, 112 
(1980) , 283-319, . 

[ ET1 了 1: Ekeland, K, Tomam; Conves analysis and variational problems, North 
Holland (1976), 

fF 1} E. Padell:‘The relationship batwoen LjnsternikSchnirelman category 
and the concept of genuz, AIRC Tech. Rep. #1905 (1979). 

[FER1] E. Fadalt,) P. H. Rabinowitz; Generalized cohomological indes theories 
for Lie group actions with applications to bifureation questions for 

. Hamiltonian systems, Incek. Math. 45(1978), 189~174. 
[PRS]: —, ‘Bifurcation for odd potential operators and an alternative 
‘ topological ‘index Ji Funct. Analy. 26 (1977), 48-~67. 

{FHR-1] ®. Fadell Husseini, P. H. Rabinowitz; Porsuk Ulam theorems for 
arbitrary Bi actions and applications, MAC Tech. Rep. 42301 (1981). 

F Gal ji°E. Gagliardo proprita di aleuns classi di funzioni an piu varia bili, 
Ric. di Wate. T(1958), 108-~137, 8(1959), 2451. 

rara}. D Giharg,-N. 8, Tredinger; Elliptic PDH of second order. Soriziger 
Verlag (1977). GHEE, Are Bie, Li bE FL, 1981) 

parti Md. Greenberg; Lectures on algebraic topology, Benjamin (1967) -| 

FGM TI] D. Gromoli; W. Meyer; On differentiable functions with isolated 

- "|. .gritieal paints, Topology 8(1969) , 361-~369. l 

[SP1] V.Guillemin, A. Pollak; Differentia: tonotogy, Prentice Hall (1969). 

i'Ha 1} Hannar, Some thsorams on absolute neighbourhood retracts, Arkiv 

(+ Math, 111951), 389-44. 
E Hai 1 ]~- Ey Hainas “An elementary analytic theory of degree of mappings in 


[ ili} 


[Hof 1] 


[Hof 2] 


[Hor 1] 
[EW 1] 


[EN 1] 


[ KI1] 
[Kra 1] 


[Km 4) 
[Hrs 1] 


[Kui 1J 


[LL11] 
[Lan 2] 
[Lav 1] 
LoL) 
CLM i] 
L Dnm 1] 
[ 1S81] 


L Blo 1] 


[ Ma 1] 


"MT, Fipeitn, M. ‘AL Pyrman, 


大 考 ti 311 


n-dimensional spaces, J. Math. Mech. 8(1959), 331-~847. 
S. Hildbrandt; Nonlinear elliptic systems and harmonic mappings, 
Proc. Symp, DD, Vol. 1(1982), 481~616. 
H., Hofer: A new proof of a result of Ekeland and Lasry concerning 
the nember of periodic Hamiltonian trajectories on a prescribed energy 
surface BUMI (to appear). 

—~—; A note on the topological dagres at a critical point of mountain 
pass-type PAMS (to appear). 
L. Hitmandsr; Linear differential operators, Springer Verlag (1963). 
J. Kazdan, F. Warner: Curvature functions for compact 2-manifolds, 
Ann. of Math. 9911974), 14~47. 
J. D. Kelley, I. Namickas Linear topological spaces, Van N orstrand 
(1963). - 
W. Klingenherg; Lectures on geodesics, Springer Verlag, (1978). 
M. A. Kpachocercxuii: Tonosoxuueciie Memoiu e Teopuy Hente 
unimer pe. WHOLE Ypaenenud. Toorax(1956}. 
~s The operator of translation along ths trajectories of diff. ey. 
Transl. AMS. Vol. 19, (1968). 
nsetipme onepaTopH OCTARISIONIBS 


FHHBADAABTHHË Joyo g upocrpatcree fanax. YME 3(1948) 3~9. 


‘NW! H. Kuiper; Cl-squivalance of functions beat isolatad critical points, 


Synip. on infinite dimensional topology, Annals” study, 69. Princaton 
Univ. Pres. (1972)- 

E. Landesman, A. Lazer; Nonlinsar perturbation of linsar aliptic BYP 
at rasonanca, J, Math. Mech. 19( 1970), 609-628. 

S. Lang; Iestroduction to differential manifolds, Interwisnco Publishers, 
(1952). | | 

H. Lavicarova; Periodic sdlutions of a weakly nonlinear wave equation 
in one dimonsion, Czech. Math. J. 19(1960), 324~342. 

J. L. Lions: Guelgues méthodes des résolution des problémes aus limites 

‘noWinéoires: Danod-Ganthier Villars (1969). | 

J. L. Lions, E. Magenes; Nonhomogenems BYP and app'ieations. Vol. 
I, Springer Verlag, ¢ (1972); 

J. A. Iiocrepens; Topologischs Grudlagen der allgemainen Eigen- 
werttheorie, Monitsch Math. Phys. 37(1930), 125-130. E 

T. A. Tiocrepana, J. T. Wleepertyan: Methodes topelogiques dans les 
problémes Variationneiies Paris, Hermann (1034). 

N. G. Lloyd: Degree theory, Cambridge Univ Press (1977). 

A. Marino; La bifoxcazione nel caso variasionalle, Proc. Conf ds? 


312 


[MP 1] 


[MP2]. 


[Mil] 


(Mi2]. 


[MC 1] 
[MT 1} 
[ Mos 13 
-[ Mos 2] 
[ Nal} 
[ Nei] 
EN 
E Nir 1] 
[Nir 2] 


Nir 8 


[Oal J, 


[Pal] 


[Pa3] 


7 wae 


[ Pa3] 


[Pa] 


[P8lj 


参考 文献 


seminario di mote. Univ. Bari (1972). 

A. Marine, G. Prodi; La teoria di Morse par spazi di Hilbert, Zend. 
Sem. Mat. Univ. Padova, 41 (1968), 43~68, 

一 一 于 Metol perturbativi nella teoria di Morse, BUMI 4, 11, suppl 


Faso. 3 (2975), 132, 


J. M. ~ Milnor; Morse theory, Annals of study, Princeton (1965). 
pimeni, The Univ. Press 


Virginia (1965). 
M. Morse, S. B. Cairns: Critical point theory in global analysts and 


. differential topology, Acad. Press (1969). 


n 


M. Morse; C. Tompkins; The existence of minimal surfaces of general 
sritical types Ana. af Matiz. 40 (1989), 448-~472. 
J. Moser; On a nonlinear problem in differential geometry, Dynamical 


Systems, Acad. Press (1973). 


Gomm. Pure Appl. Math. 29(1976), 727~747. 
M. Nagumo; A theory of degree of mappings based on infinitesimal 
calculus, AJM, 78, (1951), 485~496. 
Z. Nebari; Characteristic values associated with 2 clase of nonlinear 
scond order diff. eq. Acta Math. 105(1961), 141~175, | 
W. M. Ni, Some minimax principles and their applications in ponlinear 
elliptic equations, J a Anaiyse Math. 37(1980), 248~275. | 
L. Nirenberg; Topics on nonlinear functional analysis, Courant Inst. 
Lect. Notes (1974). 

—-; Variational and topological methods in nonlinear Problems, 


: BAMS 4, (1981), 267302. (HFE, ee EAR, BEARER, 1982, 4) 


E. Ossorman; A survey of minimal surfaces, Van Nostrand (1069). - - 

F. 如. Palais: Morse. theory on Hilbert manifolds, Topology 3(1953), 

299 一 340， 4 
一 一 一 Lusternik Schnirelman theory < on Banach manifolds, Topology 


61965), 299—340. 


——; Homopoty theory of infinita. dimensional manifolds, Topo: agy 5 
(1996) , 115~192. 
; Critical point theory and the minimar principle, Proc. Sym. 
Pure Math. 15 (od. 8. 8. Chim), Global Analysis, AMS (1970), 
1#5-~2318, 
R. &. Palais, 5. Smale; A generalized Morse theory, DAMS, 70(1964), 
166 ~171. 


{ Ral] 
[ Baz] 
[ Ra 3] 
[ Ra4 J 
[Rad] 
| Ra 6 ] 


[ Ra? J 


[ Rad] 
[ Ha 9] 
[ Rol] 
[ Ro2] 
[ Ro3] 


[ Sch 1] 
[ Sch 27 


[Sm 1] 
[ Sm 2 ] 


[Bol] 


[ Stei ] 


[ Str 1] 


参考 文献 


P. H., Rabinowitz; Periodic solutions of nonlivear hyperbolic PDE, 
Comm, Pure Appl. Math. 20(1967), 145~205. : 
——+ Variational methods for nonlinear sigenyulue problems, Hdicioni 
Cremonese, Homa (1974), 141195. 

-~——; Free vibrations for a samilingar wave eqration. Comm. Pure . 
Appl. Math, 31(1978), 31~68, 

+ Periodic solutions of Hamiltonian systems, Comm. Pure Appt. 
Math. 31(1978), 157-~184. 

+ ome critical point theorems and applications to semilinear 
alliptic PDE, dan. Scuola norm. Pisa (1978). 

一 -一 Bome minimax theorems and applications to nonlinear POE. 
Nonlinear Analysis. Acad. Press. (1978), 161--177. 

—— A variational method for finding periodic solutions of differantial 
(ed. M. Crandall) Acad, Prest 


313 


equations, Nonlinear evolution eg. 
(1978), 226-251, 

一 一 ; Some aspects of nonlinear eigenvalue orobiems, Rocky Min. J. 
Math. 3(1973), 167~202. 
——-, A bifurcation theorem for potential operators J .-Fusci Anni. a6; 
(1977), 412-424, a er, 
E. Rothe: Morso theory in Hilbert space, Rocky Min. J. Math, 3 
(1973), 154~166., : : ， 
: Critical point theory in Hilbert pace under regular boundary 
conditions, J. Math. Analy Appi. 36(1971), 377-481. 

Ou the connection between critical point theory and Leray Schander 
degree. J. Math. Analy Appl. 88 (1982), 265~269. 

3. T. Schwartz: Nonlineor functional onalyada; Gordon Breach (1999) 

; Generalizing the Lijusternik-Schnirelman theory of critical 
points, Comm. Pure Appi. Math. 17, (1964), 307~310. 

3. Smale: Morse theory and a nonlinear generalization of Dirichlet 


problem, dan of Meth. 17(1964) 307 315. 


—---: An infinite dimensional version of Eard's thecram, Amer. J, 
Math, 87, (1965), 861~ S67. 

C. JL Cofones: Heromorie Dpumencnua Gyunyuondaenow Anatuaa é 
wamemamuvecnon Pusune, Newaarpay(1950) (Hip, EH, SH, AE 
出 版 社 ，1959) 

E. M. Stein; Singular integrals and differeniiability of Junctions, 
Princeton Unir Press, (1970). 

M. Struwae; Infinitely many critical points for functionals which ary 
pot eyen and applications to superlincar BVP, Manus Math. 32; 


ane 


314 


[ Str 27 


[Tel] 
[ Tri] 


[ Tr2] 
Uhi] 
L Vai 1} 
[ Wel] 
T We2] 
[ Wil] 
[ ul 


[ Yol1 ] 


参 考 文 a 
(1980), 335—364. 
--—; Multiple solutions of differcutial cyuations without tho Palais 
Amale Condition, Preprint, Univ, Fenu ng Hl dues, 
N. M. Temms; Nonlinear analysis, Vol. I, Tl, Math. Centrum (1976). 
A: J. Tromba; A general approach te Morsa theory, J. Dif. Geometry 
(1978). 
—; On ths De of simply connected minimal surfaces spanning 4 
curve, Mem. AMS, 19411977). 
K. Ublonbech; Morse theory on Banach manifclds, J. Funct, Anal. 10, 
(1972), 450~445, 
M. M. Hajisécp:: Bapuayuonnse Memodu uceredosaiua nequnetinete 
ouepamo pod, Doctex. (1950) 
A. Weinstein; Pariodic orbits for convex Hamiltonian systems, Anaats 
of Maik. 108 (1978), 907318, 
一 -一 一 ; Normal modus for nonliucar Hamiltonian systems, Inv. Math. 20 
(1973), 47-57. 
M. Willem: Density of the ranges of potential operators, Rappert no. 
137 Univ Catholique ds Louvain, (1980). 
S BP. Who: A resonance case for an asymptolically linear vibration 
string equation, J. Math. Analy Appl. (1982). 
E. Yosida, Functional unalysis, Springer Verlag, 4 ed. (1978). 


Wits Mee 815 


现代 数学 从 书 书目 


re 


RES oe. 

典型 流 形 与 典型 域 
HEF.: 

齐 性 空间 的 微分 几何 
Witt: 

无 限 维 空间 上 测度 和 积分 论 ( 上 ) 
Rt Ue: 

FIR ERE CEA) 
荔 步 青 : 

计算 几何 
RH: 

窗 复 变数 的 奇异 积分 


高 维 动力 系统 的 周期 轨道 Be AA 
Site: 
he we RA A 


SERIES IN MODERN MATHEMATICS 


Liu Qi-keng: 
Canonical Manifold and Canonical Region 
Gu Chao-hac: 
Differential Geometry of Homogenecus Space 
Aia Dao-xing: 
Measure and Integration Theory on Infinite Dimensional Spaces: 
Abstract Harmonic Analysis 
Ye Yan-qian: 
Theory of Limit Cycle (second edition) 
Su Bu-qing, Liu Ding-yuan: 


$46 


Computational Geometry 
Gong Sheng: 
Singular Integral in Several Complex Variables 
Li Bing-xi: 
Periodic Orbits of Autonomous Ordinary Differential Equationa: Theory 
and Applications 
Chang Kung-Chine: 
Critical Point ‘Theory and its Applications 


ee Ti 1 


